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  הקדמה: 1הרצאה 

הקורס שלפיכם עוסק בתורת 

המתמטית. במהלך  האלגוריתמים

  :הקורס

גדיר את המושגים הבסיסיים  .1

 הדרשים לעיסוק בתחום.

למד לבטא אלגוריתמים בעזרת  .2

 . )Pseudo Code(קוד דמה 

למד איך להוכיח כוות של  .3

אלגוריתמים ואיך לתח את 

 הסיבוכיות שלהם.

פרדיגמות (שיטות) למד מספר  .4

 לפיתוח אלגוריתמים.

למד מספר רב של אלגוריתמים  .5

 בסיסיים.
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 המושגים הבסיסיים

כל תורה מתמטית מתחילה בהצגת 

המושגים הבסיסיים בהם היא 

משתמשת וזוהי מטרת ההרצאה שלו.  

הבסיסיים שעליו להכיר מושגים ה

 ולהבין הם:

 ת.חישובי בעיה .1

 םגוריתאל .2

 .םשל אלגוריתכוות  .3

 .םשל אלגורית סיבוכיות .4
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  איך מגדירים בעיה חישובית 

בעיה חישובית היא בעיה שיתת 

לפתרון על ידי אלגוריתם, או תכית 

  מחשב.

אם סה להשתמש בהגדרה זו, או 

עלולים להגיע להגדרה מעגלית בה 

גדיר את המושג "בעיה חישובית" 

באמצעות המושג "אלגוריתם", ואחר 

המושג "אלגוריתם" כך גדיר את 

  באמצעות המושג "בעיה חישובית".

להלן או מגדירים את המושג "בעיה 

חישובית" ללא שימוש במושג 

"אלגוריתם", אך או זוכרים כל העת 

  שזוהי המוטיבציה להגדרה זו.
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  דוגמה להגדרת בעיה חישובית

בטרם גדיר "בעיה חישובית" באופן 

 כללי, ביא כדוגמה את הגדרת הבעיה

  החישובית "חישוב סכום של מערך".

  : הגדרת סכום של מערך1.1 דוגמה

  יםקבוצת הקלט

קבוצת המערכים שאיבריהם 

  מספרים.

  קבוצת הפלטים

  מספרים.קבוצת ה

  תיאור הפלט

איברים,  n, ובו Aלכל מערך קלט 

הפלט המתאים הוא  
1

n

i

A i

 .  
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  הערות

קלט בקורס זה המושגים  .1

ים למידע מתייחס ופלט

שהאלגוריתם מקבל ומחזיר 

בהתאמה, ולא לדו שיח עם 

המשתמש בעזרת מקלדת 

 וטרמיל.

שם המערך (ובאופן כללי, כל שם  .2

של משתה או מבה תוים) איו 

משמעותי, אפשר לבחור כל שם 

 אחר.

במיוחד כדי  הבעיה היא פשוטה .3

בהמשך  שההדגמה תהיה פשוטה.

ציג אלגוריתם לפתרון הבעיה 

   ווכיח את כוותו.
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  הגדרת המושג "בעיה חישובית"

מסומת על ידי  Pבעיה חישובית 

,השלשה  ,P In Out f:כאשר , 

  

 In – קבוצת הקלט

  , כל הקלטיםקבוצה שאיבריה הם 

  

 Out - קבוצת הפלט

  . המכילה את כל הפלטיםקבוצה 

  

 f - פוקצית ההתאמה 

f:פוקציה  In Out קציהזוהי פו .

קלט, איבר בקבוצת ההמתאימה לכל 

    .את הפלט המתאים.
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  : הגדרת בעית מיון מערך1.2דוגמה 

  קלטקבוצת ה

  .מספרים הםשאיברי כיםמער

  פלטקבוצת ה

  מספרים.מערכים שאיבריהם 

  התאמת הפלט לקלט

הפלט המתאים הוא  Aלכל מערך קלט 

שאיבריו הם  SortAמערך ממוין 

, כלומר Aתמורה של איברי המערך 

  איברים, אך אולי בסדר שוה.האותם 
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  המושג "אלגוריתם"

 של שיטת עבודהאלגוריתם הוא תיאור 

לפתרון היתת לביצוע על ידי תכה, 

  (שכבר הגדרו). בעיה חישובית

או מעויים באלגוריתמים שיפתרו 

  בעיות חישוביות כגון:

 .הכפלת זוג מספרים .1

 .מערך מספרים מיון .2

 כפל מטריצות. .3

כל אלגוריתם, מתייחס לבעיה 

  חישובית מסוימת.

המקבלת איבר שיטת עבודה זוהי 

הקלטים, ומחשבת את מקבוצת 

 .הפלט המתאים
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לפתרון  הגדרת המושג "אלגוריתם

  "Pבעיה חישובית 

,תוה בעיה חישובית  ,P In Out f.  

" הוא P"אלגוריתם לפתרון הבעיה 

בעלת התכוות Alשיטה חישובית 

  הבאות:

1. Al  מקבל כקלט כל איברi In. 

2. Al המקבל סיים כל חישוב מ

i ,iכקלט כל איבר  In. 

iקלט איבר בלכל  .3 In,  חישוב

Al  על קלט כלשהוi In , מחזיר

כפלט את  f i. 
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  אלגוריתמים תיאור

כדי להתייחס לאלגוריתם, חוצה דרך 

אחידה לתיאורם. מאחר שכל אלגוריתם 

מהווה בסיס לכתיבת אפליקציה, הדרך 

ה"טבעית" לבטא אלגוריתמים היא 

  באמצעות תכה.

מצד שי, כל תכה מכילה פרטים 

טכיים רבים, אשר מקשים על הבת 

  עקרוות האלגוריתם.

בבואו לתאר אלגוריתם, עלייו להעדיף 

את הבהירות הדרשת להבה אושית, 

על פי הדיוק הטכי הדרש מתכה 

  יתת לביצוע.

הדרך שבחרה לתיאור אלגוריתמים 

 ). Pseudo Code(היא שימוש בקוד דמה 
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  קוד דמהיסודות 

קוד דמה הוא שפה המשמשת לתיאור 

  לא פורמלי של אלגוריתמים.

אלגוריתם המתואר באמצעות קוד 

דמה הוא סדרה של הוראות, כאשר כל 

הוראה מבוטאה באופן חפשי, על ידי 

ערוב של כתיב דמוי שפת תכות, כתיב 

  מתמטי וכתיב חפשי.

ליצור מטרת השימוש בקוד דמה היא 

תיאור חד משמעי של האלגוריתם אשר 

מאפשר יישום האלגוריתם באמצעות 

  תוכה.

או מיחים כי קורא מיומן, יכול 

לעקוב אחר ביצוע האלגוריתם באופן 

  חד משמעי. 
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  כותרת האלגוריתם

כותרת השורה הראשוה בקוד מכוה 

והיא מכילה את שם  האלגוריתם

הארגומטים) האלגוריתם ואת הקלט 

  עליו האלגוריתם מתבצע. 
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  הוראות בקרה

הוראות בקרה מבוטאות בעזרת מבים 

  מקובלים כגון:

 לתיאור טסטים שתמש במבה .1

 if then else. 

 לתיאור לולאות שתמש במבה  .2

for …endfor 

while … endwhile 

  או      

Do … while 

  . Javaכגון כמקובל בשפות תכות 

 לציון הפלט שתמש בהוראת .3

 ...Out  

  כאשר הפלט מצויין בין הסוגריים.     
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של דוגמה: אלגוריתם לחישוב סכום 

  מערך

אשר   Sum  אלגוריתםהציג כעת את 

הבעיה "חישוב סכום של  פותר את

   מערך":

 
  
  
  
  
  
  
  

   

: אלגוריתם לחישוב 3.1אלגוריתם 

  מערך סכום של

   

 ,Sum A n  

   0sum  
   for 1i  to n 
       iAsumsum   
   end(for) 
    sumout  
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 הערות לאלגוריתם

כבר ציו כי הבעיה המוצגת היא  .1

פשוטה  והאלגוריתם הפותר 

אותה הם פשוטים במיוחד 

עקרוות  ומטרתם להדגים את

  הטיפול הפורמלי באלגוריתם.

מייצג את מספר  nהארגומט  .2

בדרך כלל,  .Aהאיברים במערך 

 לא ציין את המספר הזה. 
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  הוכחת כוות של אלגוריתם

יח שקיבלו קטע של קוד דמה וטען 

. איך Pשזהו אלגוריתם לפתרון בעיה 

  וכל לוודא שהטעה הזו כוה?

הרעיון הראשון שעולה הוא לממש את 

האלגוריתם באמצעות שפת התכה 

החביבה עליו ולהריץ אותו עם קלטים 

. לצערו, השיטה שוים מן הקבוצה

הזו לא יכולה להיב תוצאה טובה. 

הסיבה היא שקבוצת הקלטים היא אין 

אילו השיטה שהצעו, סופית, ו

מתאימה רק לבדיקת מספר סופי של 

  קלטים.

מסיבה זו, צטרך להוכיח כוות של 

אלגוריתמים אך ורק בדרכים 

      .להלןמתמטיות, כפי שמפורט 
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  של אלגוריתם כוותהגדרת 

   1.4הגדרה 

קלט  לכל אם כוןהוא Alאלגוריתם 

הפלט  אתהאלגוריתם מחשב  חוקי

  .המתאים

  

דגיש כי אם קיים אפילו פלט יחיד 

עבורו האלגוריתם כשל בחישוב 

 .שגויהפלט, האלגוריתם הוא 
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  הוכחת כוות של אלגוריתמים

 הוא Al - בעיה חישובית: ו Pיח כי 

  . Pאלגוריתם לפתרון 

יש  Alכדי להוכיח את כוותו של 

  להוכיח:

iלכל קלט  - סיום  .1 In  חישוב ,  

  Al  עלi תוך פרק זמן  מסתיים  

 סופי.    

iלכל קלט  - כוות פלט  .2 In ,  

  מסתיים עם  Inעל  Alחישוב    

הפלט     f i.  
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  הוכחת סיום

 כדי להוכיח סיום של תוכית

מספר לבדוק כי מספיק , איטרטיבית

כל אחת מן הלולאות הוא ב המעברים 

בדרך כלל, הוכחת סיום היא . חסום

  פשוטה ולא תעכב עליה.

במקרים דירים הוכחת הסיום היא 

phiקשה מאוד. לדוגמה, השיטה 

) היא שיטה פשוטה 1.5(אלגוריתם 

, nביותר. לכל ערך תון של הארגומט 

אפשר להריץ את השיטה והביצוע 

תמיד מסתיים, אך עד כה לא הוכח כי 

השיטה עוצרת לכל המספרים 

  הטבעיים.
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  (המשך) הוכחת סיום

  

  

 iph: הפוקציה 5.1אלגוריתם 

  

  

  

   

 phy n  

   Do forever 
      if  1n   return 

      if  even n  / 2n n  

             else 3 1n n   
       endif 
    end do 
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 הוכחת כוות פלט 

היא לרוב  כוות הפלט הוכחת 

  מסובכת ודורשת מיומות מתמטית.

ברורה , הכוות קרובות לעתים

אולם ההוכחה  ,איטואיטיבית

היא קשה  המתמטית הפורמלית

  וטכית. 
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  הכות להוכחת הכוות

בטרם יגש להוכחת כוות 

האלגוריתם עליו להבין באופן 

איטואיטיבי את דרך פעולתו ולסות 

לזהות שגיאות אפשריות. הדרך להשיג 

   לבצע הרצות סיון.משימה זו היא 

  

  הרצות סיון

בוחרים מספר קלטים לדוגמה. כל  .1

קלט כזה, צריך לייצג בעיה 

 פוטציאלית באלגוריתם. לדוגמה: 

 איבר יחיד מערך עם   

 .מערך עם איברים שליליים 
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  (המשך) הרצות סיון

מריצים את האלגוריתם על כל  .2

אחד מן הקלטים לדוגמה 

ומוודאים באופן בלתי תלוי 

 שהאלגוריתם מיב פלט כון.

במקרה שהאלגוריתם המוצע איו  .3

כון, יש סיכוי טוב שהרצת הסיון 

תיב תוצאה שגויה ובכך תחסוך 

בהוכחת אלגוריתם את המאמץ 

  שגוי.

זיהוי השגיאה בדרך כלל מסייע  .4

  בתיקון הפגם באלגוריתם.
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  הבה איטואיטיבית של האלגוריתם

יח כי ביצעו מספר הרצות יסיון ולא 

  זיהיו שגיאה באלגוריתם.

במצב זה, עליו לסות ולהבין באופן 

איטואיטיבי את דרך פעולת 

  האלגוריתם.

ולהבין את תפקידם הכווה היא לסות 

של המשתים המופיעים בקוד ואת 

  הדרך בה מחושב הפלט.

בדוגמה (הטריויאלית) שלו, או 

. sumרואים כי הפלט הוא המשתה 

במקרה זה, ה"איטואיציה" אומרת 

לו כי לאחר המעבר בלולאת 

ערכו של , i-האלגוריתם בפעם ה

 iכום שוה לס sumהמשתה 

  . האיברים הראשוים במערך הקלט
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  הבה איטואיטיבית של האלגוריתם

  (המשך)

  מכאן אפשר להסיק באופן מיידי כי:

לאחר המעבר בלולאת האלגוריתם 

 sumערכו של המשתה , n-בפעם ה

  . כום כל אברי המערךשוה לס

כעת דגים איך הופכים את ההבה 

האיטואיטיבית להוכחה פורמלית של 

  כוות האלגוריתם .
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  תבית הטעה – כוות משפטביית 

ות הוא השלב הראשון בהוכחת הכו

  .כוותמשפט ביית 

כוות בית לפי התבית  משפטכל 

  הבאה: 

 

כוות  משפטכדי להפוך את התבית ל

בתאור  iאת הביטוי להחליף , יש מלא

מדוייק של הקלט ואת הביטוי  f i 

בתאור מדוייק של הפלט.

   תבית משפט כוות

iלכל קלט  In חישוב ,Al  עלi 

מסתיים עם הפלט  f i. 
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   כוות משפטביית  -דוגמא 

 Sumאלגוריתם  כוות :6.1 משפט

, (תיאור הקלט) A  מערך מספריםלכל 

סכום מחשב את  Sumהאלגוריתם 

  .(תיאור הפלט) Aאיברי המערך 

  

  שימו לב

משפט הכוות תלוי אך ורק בבעיה 

שהאלגוריתם פותר.  החישובית

היא הזכרת  התיחסות לאלגוריתםה

  .שם האלגוריתם
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כוות של אלגוריתמים הוכחת 

  איטרטיביים (עם לולאה)

.  טעה מתמטיתא והכוות ה משפט

כמו כל טעה מתמטית אחרת, הטעה 

  .הוכחה מתמטיתדורשת 

איטרטיבי (אלגוריתם באלגוריתם 

עליו להשתמש  ההמכיל לולא

 משפטבאידוקציה. או וכיח את 

באידוקציה על מספר הכוות 

  המעברים בלולאת האלגוריתם.
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 Sumהוכחת כוות אלגוריתם  -דוגמא 

 Sumלדוגמה ציג שוב את אלגוריתם 

  ווכיח את כוותו.

  

  

  

  

  

  

  Sum: האלגוריתם 3.1 לגוריתםא

  

  הוכחת סיום

מן הקוד ובע באופן מיידי כי 

מעברים  nהאלגוריתם מסתיים לאחר 

  בלולאה.

 ,Sum A n  

   0sum  
   for 1i  to n 
       iAsumsum   
   end(for) 
    sumout  
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  :Sumכוות אלגוריתם 7.1משפט 

האלגוריתם  A  מערך מספריםלכל 

Sum  סכום איברי המערך מחשב את

A.  

  :הטעה הבאהוכיח את 

  טעה

i  ,1,2,...iלכל   כאשר בקרת ,

האלגוריתם מגיעה לסוף הלולאה 

  , מתקיים: i-בפעם ה

 

  

 לביטוי במסגרת קוראיםשימו לב: 

  "שמורת הלולאה".

 
1

i

j

sum A j


  

  פרופ' עמוס ישראלי - 1אלגוריתמים א' הרצאה 

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

31

(באידוקציה על הטעה  הוכחת

  המעברים בלולאה)

  בסיס

עליו להוכיח כי כאשר בקרת 

האלגוריתם מגיעה לסוף הלולאה, 

מתקיים  1sum A.  

  הוכחה

מיידית על ידי מעקב על ביצוע 

  גוריתם.האל
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  שלב האידוקציה

  בלולאה מעברים  1iיח כי לאחר

  מתקיים

.  

  
 

  הוכחת הטעה

מחברים  בלולאה, i-הבמהלך המעבר 

 את sumמשתה ל iA.  חתמכאן ומה

 i-האידוקציה ובע כי בתם המעבר ה

בלולאה מתקיים: 

     
1

1 1

i i

j j

sum A j A i A j


 

   
  

  מש"ל                        

  
 






1

1

i

j

jAsum 
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 פשוטה במיוחד הדוגמה היא  תזכורת:

ומשמשת להדגמת הטכיקה של 

 ההוכחה באידוקציה.
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  שיטת השמורה בשלושה שלבים

 בפרוט את שלבי שיטת  כעתתאר

ההוכחה באידוקציה על המעברים 

   בלולאה.

  

   יסוח השמורה: 1שלב 

 סחים טעה אודות הקשר בין מספרמ

. המשתיםערך  המעברים בלולאה לבין

דורשים שהטעה הזו תתקיים (תהיה 

כוה) בכל פעם שהאלגוריתם מגיע 

  לקודה מסוימת בלולאה.

, שמורת הלולאה לטעה קוראים

לקודה שבה השמורה מתקיימת ו

 קודת השמורה.קוראים 
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 בסיס האידוקציה: הוכחת 2שלב 

על ידי מעקב אחרי ביצוע  מוכיחים

האלגוריתם כי כאשר בקרת 

גוריתם מגיעה לקודת השמורה האל

  בפעם הראשוה, השמורה מתקיימת. 

  

   האידוקציה : שלב3 שלב

כאשר בקרת מיחים כי השמורה כוה 

האלגוריתם מגיעה לקודת השמורה 

שוב בעזרת , ומוכיחים ,i -במעבר ה 

כאשר בקרת כי השמורה כוה מעקב, 

האלגוריתם מגיעה לקודת השמורה 

 .1i -במעבר ה 
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 שמורות חליפיות

בדרך כלל, אפשר לבחור כמה שמורות 

חלופיות. לכל שמורה חלופית תתאים 

  קודת שמורה משלה:

 אפשר גם לבחור כשמורה אתלדוגמא: 

 בלולאת  i -  ה המעבר בתחילתהטעה 

ni( , האלגוריתם 1 ,(  י ביצועלפ

  מתקיים: הוראת ההשמה

  

 





1

1

i

j

jAsum  
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 (המשך) פיותשמורות חלי

את אתם מתבקשים להוכיח  1.1בתרגיל 

בעזרת  Sumכוות האלגוריתם 

  השמורה החליפית.

כדאי לבחור את השמורה באופן כללי, 

בהוכחה, לפי פשטות ההוכחה 

   .המתקבלת
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  שמורות גרועות

יש איסוף ביטויים אשר הם כוים 

בכל פעם שבקרת התכה מגיעה 

לקודת השמורה, אך הם חסרי תועלת 

  להוכחת הכוות.

  דוגמה לשמורה כזו היא 

321 .  

זה ביטוי כון, אך הוא איו קושר בין 

התכית או בין הקלט לבין משתי 

  לט.פמשתי התכית לבין ה

  עוד שמורה גרועה היא 

ni 1  

בחירת השמורה הכוה היא האתגר 

  שבהוכחת הכוות.
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  האלגוריתם סיבוכיות

 Sumלהשלמת הטיפול באלגוריתם 

 ציג את יתוח הסיבוכיות שלו:

 פעמים. n הלולאה מתבצעת בדיוק .1

בכל מעבר מתבצע מספר פעולות  .2

, כלומר מספר )Constant(קבוע 

  פעולות שאיו תלוי בגודל הקלט.

משתי קודות אלה ובע כי הסיבוכיות 

 היא ליארית, כלומר n.    
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חישוב איבר מרבי : Maxהאלגוריתם 

  במערך חד ממדי

 Maxתון האלגוריתם 

 
  

  
  

  

  

  

 Max: האלגוריתם 8.1לגוריתם א

תתבקשו לסח את הבעיה  1.2 תרגילב

החישובית שהאלגוריתם פותר, להוכיח 

את כוותו, ולתח את הסיבוכיות 

  שלו.

  

 AMax  
     1AM    
    for 2i  to n 
          iAMM ,max  
    end for 
 out M  
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מערך חד העתקת : Copyהאלגוריתם 

  ממדי

 Copyתון האלגוריתם 

 
  

  
  

  

  

  

 Copy: האלגוריתם 9.1אלגוריתם 

משתמש  1.9אלגוריתם  שימו לב:

ללא הגדרה. זכור שזהו קוד  C במערך

דמה. כל זמן שהסימוים מובים, אין 

  מיותרת.צורך בפורמליסטיקה 

   

 Copy A
     for 1i   to n 
            C i A i  
      end for 
 out C  
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תתבקשו לסח את הבעיה  1.3בתרגיל 

פותר,  Copyהחישובית שהאלגוריתם 

להוכיח את כוותו, ולתח את 

  הסיבוכיות שלו.

   

  פרופ' עמוס ישראלי - 1אלגוריתמים א' הרצאה 

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

43

  טיפול בלולאות מקוות

עד כה התוויו את דרך הטיפול 

  באלגוריתמים שיש בהם לולאה אחת.

לסיום הרצאה זו, דגים טיפול 

2Maxבאלגוריתם  d.  

אלגוריתם זה פותר את הבעיה 

  החישובית הבאה:

  :חישוב איבר מרבי במערך7.1בעיה 

  קלט

  שאיבריו מספרים. Aמערך דו ממדי 

  פלט

  . Aאיבר מרבי במערך 
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  אלגוריתם לחישוב איבר מכסימלי 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 Max2dהאלגוריתם : 10.1לגוריתם א

    

 AdMax2  

    for 1i   to n 
        for 1j   to n   
               ,Line j A i j   

       end for 
          B i Max Line  

   end for 
out   BMax  
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  תיאור  -  Max2dאלגוריתם 

     Aשל המערך  -iסמן את השורה ה

- ב A i .מבצע  אלגוריתםהn  איטרציות

 i-(מעברים בלולאה): באיטרציה ה

האלגוריתם מחשב את האיבר המרבי 

בשורה  A i  יס איבר זה אלומכ B i 

פעיל את האלגוריתם מלאחר מכן 

שיטה ה Max B  כדי לחשב את

  .B האיבר המרבי במערך
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  הוכחת כוות

אחת הדרכים להוכחת כוות 

היא להוכיח כוות של האלגוריתם 

אלגוריתם אחר השקול לאלגוריתם 

  המקורי.

  :1.11תבון באלגוריתם 
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אלגוריתם שקול לחישוב איבר 

  מכסימלי 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 2Max2d: האלגוריתם 11.1אלגוריתם 

באלגוריתם זה, הסימון  שימו לב:

 A i מייצג את השורה ה-i  במערך

  .Aהקלט 

 2 2Max d A  

    for 1i   to n 
          Line Copy A i  

          B i Max Line  

   end for 
out   BMax  
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אלגוריתם שקול לחישוב איבר 

  מכסימלי 

תתבקשו לסח את הבעיה  1.4בתרגיל 

2 החישובית שהאלגוריתם  2Max d

כוותו, ולתח את  פותר, להוכיח את

  הסיבוכיות שלו.
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  פיתוח אלגוריתם כתהליך

מחזורי תהליך פיתוח אלגוריתם הוא 

   ):איטרטיבי(

  .יתמתחילים בהצעה ראשו 

  בודקים את  )איטרציהמחזור (בכל

בעזרת הרצת  ההצעה הוכחית

 דוגמאות. 

  מזהים שגיאה באלגוריתםאם. 

 ים את השגיאהמתק . 

לאחר שלא מוצאים יותר שגיאות 

בדרך הזו, יגשים להוכחת 

  האלגוריתם.
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  (חזרה) יתוח זמן ריצה

זמן ריצה הוא הגורם החשוב ביותר 

שיש לבחון כאשר בוחרים אלגוריתם 

  לפתרון בעייה חישובית כלשהי.

לאחר שהשתכעו שאלגוריתם הוא 

שלו. סיבוכיות הזמן כון, יש לתח את 

של אלגוריתם, היא  סיבוכיות הזמן

פוקציה מתמטית המאפשרת לו 

לחזות את זמן הריצה של תוכית 

המבוססת על האלגוריתם ולהשוות בין 

  אלגוריתמים שוים.

בספח ביא חזרה קצרה בושא יתוח 

  .וריתמיםסיבוכיות הזמן של אלג
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  סיכום

הגדרו והדגמו את בהצאה זו 

המושגים הבסיסיים שישמשו אותו 

  במהלך הקורס והם:

 בעיה חישובית. .1

 אלגוריתם. .2

 כוות אלגוריתם. .3

 סיבוכיות אלגוריתם. .4
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  תרגילים

 תוה טעה: :1.1תרגיל 

 





1

1

i

j

jAsum  

זהו קודה בלולאה שבאלגוריתם 

Sum  ה  )1.7(אלגוריתםשבה הטע

מהווה שמורה. השתמשו בשמורה 

התוה, כדי להוכיח את כוות 

   האלגוריתם.

סחו את הבעיה החישובית  :2.1תרגיל 

  פותר.Maxשהאלגוריתם 

, Maxהוכיחו את כוות האלגוריתם 

באידוקציה על מספר המעברים 

סיבוכיות בלולאה ותחו את 

  האלגוריתם.
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סחו את הבעיה החישובית  :3.1תרגיל 

  פותר. Copy שהאלגוריתם

, Copy הוכיחו את כוות האלגוריתם

באידוקציה על מספר המעברים 

בלולאה ותחו את סיבוכיות 

  האלגוריתם.

  

סחו את הבעיה החישובית  :1.4ל תרגי

2 שהאלגוריתם 2Max d .פותר  

, Copy הוכיחו את כוות האלגוריתם

באידוקציה על מספר המעברים 

בלולאה ותחו את סיבוכיות 

  האלגוריתם.
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ספח: הגדרת סיבוכיות הזמן של 

  אלגוריתמים

למדוד מהם הגורמים תחילת הדיון ב

הביצוע של תכית המשפיעים על זמן 

לפתרון בעיה כלשהי. הגורמים 

  החשובים הם:

  יעילות הקידוד.  .1

  (תרגום מאלגוריתם לתכית)      

  יעילות המהדר. .2

  (תרגום משפת על לשפת מכוה)     

  יעילות המעבד. .3

  יעילות האלגוריתם. .4

  

  האם אתם מכירים גורם וסף?
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  מה מידת ההשפעה של כל גורם?

ורה כל ש -יעילות הקידוד  .1

משורות האלגוריתם תקודד למספר 

של הוראות בשפה עילית.  קבוע 

כל הוראה בשפה  -יעילות המהדר 

של  קבועעילית תתורגם למספר 

ללא תלות הוראות בשפת מכוה. 

 באורך הקלט

מהדר יעיל יותר יכול להקטין 

  כלשהו.  בגורם קבועמספר זה 

 -. הגדלת מהירות המעבד 3

,  GHzל  1ל  MHz 1(לדוגמא מ 

תקטין את זמן הריצה בגורם קבוע 

  . )1000(בדוגמא 
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  שיפורים בגורם קבוע

או קידוד המהדר כל שיפור באיכות ה

 אך ורק, משפיע על זמן הריצה המעבד

על ידי הכפלה בקבוע, שאיו תלוי 

  באורך הקלט.

אין לזלזל בשיפור שיקטין את זמן 

הריצה למחצית, לשליש, לעשירית, או 

אשר משפרים מחשב) אף לאלפית (כ

מערכו הקודם. כאשר מתמודדים עם 

בעייה קשה, יש למצות את כל 

  אפשרויות השיפור של הפתרון.

לעתים כל האפשרויות גם יחד אין 

מספיקות בהתמודדות עם בעיות בגודל 

  (אורך קלט) הולך וגדל. 

  האם יש אפשרויות שיפור וספות?
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  שיפור האלגוריתם

מספר הצעדים שאלגוריתם מסויים 

 פוקציה של אורך הקלטמבצע הוא 

הקורס או וכח  במהלך לאלגוריתם.

כי אפשר לשפר אלגוריתמים מסויימים 

 2nבסדר גודל, למשל מסיבוכיות 

ברור אם כן כי בעזרת . 1j לסיבוכיות 

שיפור האלגוריתם אפשר לשפר את 

  העולה על קבוע. זמן הריצה בגורם 

בשום דרך אחרת אי אפשר להשיג 

  שיפור כזה.
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  סיבוכיות זמן ריצה 

. P הפותר בעיה  Aתון אלגוריתם

  -Pתבון בסדרת קלטים מ

,...,...,, 21 nIII  

  שאורכם הולך וגדל. 

בדרך הטבע, ככל שאורך הקלט גדול 

  יותר, האלגוריתם יעבוד זמן רב יותר.

  

   

  פרופ' עמוס ישראלי - 1אלגוריתמים א' הרצאה 

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

59

   סיבוכיות הזמןהגדרת 

של האלגוריתם או סיבוכיות הזמן 

של האלגוריתם זמן הריצה בפשטות 

תוגדר כפוקציה המתאימה את מספר 

  צעדי האלגוריתם לאורך הקלט.

  

  nt  מספר צעדים מירבי בריצה של  

     n האלגוריתם על קלט באורך
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  סיבוכיות המקרה הגרוע ביותר 

יש אלגוריתמים שזמן הריצה שלהם 

על קלטים באורך שווה משתה מקלט 

  לקלט.

, יש )Quick-Sort( במיון מהירדוגמה: 

, שזמן הריצה n קלטים רבים באורך

שלהם הוא  nn log  אך עבור קלט

זמן הריצה הוא ממוין,  2n.  

במקרה זה, עליו לבחור מהו זמן 

  .n הריצה המייצג את הקלטים באורך

 n בדרך כלל, מקובל לבחור עבור כל

את הקלט עבורו האלגוריתם רץ 

  ביותרמוכה במהירות ה

)Worst Case.(  
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  Worst Caseימוקים לשימוש ב

  מיעת הפתעות.הימוק המרכזי הוא 

, Worst Caseכשמשתמשים ב 

 חסם עליוןסיבוכיות האלגוריתם היא 

  על זמן הריצה עבור כל המקרים. 

ימוק חשוב וסף הוא שיחסית קל 

  הגרוע ביותר.לחשב את המקרה 

במקרים מסוימים (כגון במיון מהיר) 

(יוגדר זמן הריצה הממוצע תיחס גם ל

  מאוחר יותר) .

   במושג משתמשים לעיתים :שימו לב

 Best Case  .לצרכי הסבר  

אין משמעות לסיבוכיות המקרה הטוב 

ביותר ואין להשתמש במושג זה לצרכי 

  .יתוח זמן ריצה
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  זמןהגדרה פורמלית של סיבוכיות 

אלגוריתם כלשהו. לכל קלט  Alיהי 

סמן ב  Iחוקי  ItAl  את זמן הריצה

  .Iעל הקלט  Alשל 

  מוגדרת על ידי: Alסיבוכיות הזמן של 

    Itnt AlnIAl  ||max  

. כאשר המכסימום לקח  0nלכל 

  .nעל קבוצת כל הקלטים באורך 
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  יתוח זמן ריצה 

מטרתו של יתוח זמן ריצה של 

  אלגוריתם היא:

  את זמן הריצה של לצפות . לסייע לו 1

  תכית המבוססת על האלגוריתם     

  ללא הרצה של התוכית.     

  . להשוות יעילות של כמה 2

  אלגוריתמים.     

  . להחליט אם לחפש אלגוריתם וסף.3

  

מפי שאלגוריתם הוא ברמת שימו לב: 

הפשטה גבוהה, לעתים קשה לעמוד על 

  משמעות שיוי בגורם קבוע.
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  מסקה

בדיון בסיבוכיות זמן של אלגוריתמים 

סדר בדוק רק שיפורים שיקטיו את 

ותעלם מגורמים ה של זמן הריצהגודל 

  קבועים.

  

  דוגמא

פותר בעיה   Aיח כי אלגוריתם

72 מסוימת בזמן n ואלגוריתם B 

122 פותר אותה הבעיה בסיבוכיות n  

או אמר כי לשי האלגוריתמים 

יבוכיות זמן ס 2n.  
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  השוואת קצבי גידול

מאפשרים לו  , וO ,הסימוים 

להשוות בין קצבי הגידול של פוקציות 

  שואף לאיסוף. n שוות כאשר

  

  דוגמא

יח כי זמן הריצה של תוכית כלשהי 

מבוטא על ידי הפוקציה  nT 

  המוגדרת על ידי:

  
 nקל לראות (איך?) כי כאשר 

ערך  nT  שלט על ידי3n במקרה .

כזה אמר כי     3nnT  .  

10772.35.1731)( 23  nnnnT
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  הגדרות

)())((אמר כי  ngOnf  קציההפו) 

 ng  חוסמת מלמעלה באופן

 את הפוקציהאסימפטוטי  nf (  אם

  המקיימים: 0nו  0cקיימים קבועים 

0nnלכל   ,)()( 0 ngcnf .  

אמר כי   ngnf )( קציההפו) 

 ng באופן  טהחוסמת מלמ

 את הפוקציהאסימפטוטי  nf  אם (

  המקיימים:  1nו  1cקיימים קבועים 

1nnלכל   ,   ngcnf 1  

  

אם  :שימו לב    ngOnf   אז

    nfng  .  
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  המשך ההגדרות

הפוקציה  nf  היא))(( ng 
 (הפוקציה nf  שוה אסימפטוטית

 לפוקציה ngאם (  

1 .    ngOnf   

  וגם

2 .    nfOng   

 

אם   :שימו לב    ngnf  אז גם  

    nfng 
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  דוגמא

  תהי

  

ראה כי  nT  היא 3nO.  

10775.1731)( 23  nnnT  

  קבל כי 1077nעבור 

3333 3331)( nnnnnT   

  מש''ל.

  

10772.35.1731)( 23  nnnnT
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סקלה למדידת קצב הגידול של 

  פוקציות

או מחפשים דרך לתאר התהגות של 

פוקציות. הדרך שבחרה היא להשוות 

כל פוקציה לקבוצת פוקציות 

  בסיסיות המוכרות לכל.

  הפוקציות הבסיסיות הן:

  פוקציות מעריכיות: .1

   knanf  ,,2,1k .  

מוומים  .2  knnf  , 

,2,1k  

פוקציות לוגריתמיות  .3

   knnf log ,2,1k .  

כל הפוקציות הללו הן  :שימו לב

  .חיוביות
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  הסדר האסימפטוטי

להלן הסדר האסימפטוטי של כמה 

  פוקציות מוכרות: 

  

!2

log

)0(

log)(loglog1

1

2/1

1

n

nnnnn

nn

nnn

n

kk

kk














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  השוואת סדרי גודל

בהיתן פוקציה כלשהי רצה להשוות 

  אותה לאחת הפוקציות התקיות.

ברובם המכריע של המקרים איו 

צריכים לחשב גבולות כלל אלא 

להשתמש בהגיון ובכמה חוקים 

  בסיסיים.

  כדוגמא ביא שאלה מתוך בוחן:

  קבע את יחסי סדר הגודל בין

   2lognnnf   

  לבין

 
n

n
ng

log

2

  
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בדוגמא זו, קל מאוד לראות, למשל על 

ידי הכפלת שתי הפוקציות בפוקציה 

nlog  כי ng  גדלה מהר יותר מ

 nf   כלומר    ngOnf .  

  

 

  שימו לב:

לעתים או אומרים כי סיבוכיות 

האלגוריתם היא   nfO  כאשר

בעצם או מתכווים לומר   nf.  
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  דוגמא וספת

תון כי הפוקציה  nf  הגתמת

שוים  nבאופן שוה עבור ערכי 

  כמתואר בטבלה הבאה:

>250  26-250 0-25 n 

2n  3n  4n   nf  

  

  ?fמהי סיבוכיות הפוקציה 

מן ההגדרות ובע מייד כי מה  תשובה:

שקובע את סיבוכיות הפוקציה היא  

שואפים  nהתהגותה כאשר ערכי 

עבור מספר סופי  fלאיסוף. להתהגות 

  אין שום חשיבות ולכן nשל ערכי 

   2nnf   
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  אלגוריתמי מיון פשוטים: 2הרצאה 

ית בעבשליש הראשון של הקורס עסוק ב

היא אחת הבעיות . בעיה זו המיון

תורת החשובות והחקרות ביותר ב

  . האלגוריתמים

אלגוריתמי מיון  יציג שבהרצאה זו 

 פשוטים בסיבוכיות 2n:  

  ).Selection Sortמיון בחירה ( .1

  ) .Bubble Sortמיון בועות ( .2

וכיח לכל אחד מן האלגוריתמים האלה, 

  תח את הסיבוכיות שלו.ו ואת כוות
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  הגדרה איטואיטיבית

אלגוריתם מיון מקבל כקלט מערך 

מספרים, ומחזיר מערך המכיל את 

אותם המספרים, מסודרים בסדר עולה 

גדיר את בעית המיון או יורד. להלן 

  באופן מתמטי.
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  תמורה :1.2הגדרה 

אם  Aתמורה של מערך הוא  Bמערך 

בדיוק אותם מכילים  B-ו Aהמערכים 

בדיוק אותו וכל איבר מופיע  איברים

  . B-וב A-מספר פעמים ב

  לדוגמא

  .3,1,2היא תמורה של  1,2,3

  1,5,1היא תמורה של  5,1,1

  4,4,7של  איה תמורה 4,7,7

  3,2,7,7של  איה תמורה 3,2,7
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  מיון :2.2בעיה חישובית 

   קלטתיאור ה

בסדר מספרים המופיעים  nבן  Aמערך 

למען הפשטות יח כי כל  .שרירותי

, כלומר: בדלים Aאיברי המערך 

  ).distinctשוים זה מזה (

  

  פלטתיאור ה

מסודרים לפי   Aובו איברי  Bמערך 

  גודלם. 

  

הפלט הוא תמורה  :במלים אחרות

  .הקלטמוית של איברי מ
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  )Sort Selection( בחירהמיון 

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  : מיון בחירה2.3אלגוריתם 

  

  

  

  

  

 Swap יטההש: 2.4אלגוריתם 

SelectionSort )(A  

for 1i  to 1n   

     minind index of minimal 
              element of  ...A i n  

        ,Swap A i A minind  

   end for 
( )Out A  

 ,Swap i j
   temp i  

   i j ; j temp  

end 
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  תיאור האלגוריתם

הם  שאיבריו A מערךהקלט מאוחסן ב

  מספרים.

), כלומר in Place( במקוםהמיון ערך 

 Aהמערך בסיום ביצוע האלגוריתם 
  ממויים.מערך הקלט ברי יאמכיל את 

1n לולאת האלגוריתם מבוצעת  

, בלולאה i-במעבר הפעמים. 

) את האיבר Swapחליף (האלגוריתם מ

המיימלי בתת המערך  ...A i n  עם

האיבר  A i .  

ריתם השורה השלישית באלגו

, for-(ההוראה הראשוה בלולאת ה

מחשבת את האידקס של האיבר 

המיימלי בתת המערך  ..A i n אפשר .

לבצע הוראה זו בעזרת שיטה פשוטה 

שהסיבוכיות שלה היא  n i .  
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  הוכחת כוות של אלגוריתםתזכורת: 

עליו  כדי להוכיח כוות של אלגוריתם

  להוכיח:

  בכל ריצה  האלגוריתם מסתיים .1

  קלט חוקי. עם     

  לט פעם קלט חוקי, ה ריצהבכל  .2

  .כון    

כדי לעות על שתי הדרישות הללו, 

עליו להתיחס במדויק אל פעולת 

  האלגוריתם כולל:

  מספר המעברים בכל לולאה. .1

  ערכי המשתים בכל שלב של  .2

   החישוב.   

  ע הצלחה או כישלון בביצו .3

  .while-ו  if  טסטים כגון    
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  הוכחת סיום - בחירהמיון 

כמו במקרים רבים, הוכחת הסיום של 

האלגוריתם היא מיידית וובעת מכך 

לולאה מקות שהאלגוריתם מכיל 

ושמספר המעברים בכל לולאה אחת 

  . nחסום על ידי גודל הקלט 

 לאחר הוכחת כוות הפלט, ראה כי

סיבוכיות האלגוריתם היא  2n .

האלגוריתם  קלטמכאן ובע כי לכל 

  מסתיים. 
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  אלגוריתמי מיון פלט כוות

של אלגוריתם פלט כדי להוכיח כוות 

  מיון עליו:

להוכיח כי מערך הפלט הוא  .1

  תמורה של מערך הקלט.

  להוכיח כי מערך הפלט ממוין. .2

  

 מיון בחירה כוות: 2.5 משפט

מקבל כקלט  SelectionSort אלגוריתם

ומחזיר תמורה מספרים מערך של 

  ממוית של מערך הקלט.

  שימו לב

טעת הכוות לכל אלגוריתם מיון היא 

  זהה, למעט שם האלגוריתם.
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  הוכחה

  תבון שוב בקוד

  

  

  

  

  

  

  

  

  גדיר סימוים: שמורהבטרם ציע 

1m - ימלי במערך האיבר המיA. 

2m - י בהאיבר הושבמערך  קטA. 

...  

im - האיבר ה-i ובמערך  בקטA.  

SelectionSort )(A  

for 1i  to 1n   

     minind index of minimal 
              element of  ...A i n  

        ,Swap A i A minind  

end for 
( )Out A  
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  השמורה

i ,0-בתום המעבר ה i n , מתקיים  

   1 21... , ,... iA i m m m  

  

כוות השמורה ותרת כתרגיל הוכחת 

  לקורא.

  2.5הוכחת משפט 

כדי להוכיח את כוות האלגוריתם, 

1nלאחר שים לב כי    מעברים

  : השמורה ראית כך בלולאה

   1 2 11... 1 , ,... nA n m m m    

במערך הקלט שלא מופיע  היחידאיבר ה

הוכחו שמאחר  .nmבשמורה הוא 

שמערך הפלט הוא תמורה של מערך 

n-חייב להופיע במקום ה nmהקלט, 
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, כלומר מערך הפלט מערך הפלטב

  מש"ל ממוין.

  בחירהסיבוכיות מיון 

1nהאלגוריתם מבצע   רים מעב

  .) בלולאה הראשיתאיטרציות(

i ,1-במעבר ה 1i n   , האלגוריתם

1nמיימום של  מחשב i   .איברים

, i-ה מעברסיבוכיות המכאן, 

1 1i n  ,  היא

   1n i n i     .  

אלגוריתם בוכיות הסימכאן ובע כי 

  טור החשבויסכום השווה ל

     
1

2

1

n

i

T n n i n




     
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  (Bubble Sort)מיון בועות 

מיון בועות הוא אלגוריתם קלאסי 

ששים ארוכות חשב כאלגוריתם 

  המיון היעיל ביותר הקיים.

יתרוו הגדול של האלגוריתם הוא 

  .קלות הקידוד

הבאה, ציג את אלגוריתם הרצאה ב

שהסיבוכיות שלו היא  מיון מיזוג

 logn n. אפשר להסיק כי כאן מ

אים  )וגם מיון בחירה(מיון בועות 

  אלגוריתמים יעילים.
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  קודמיון בועות: ה

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : מיון בועות6.2לגוריתם א

  
   

 BubbleSort A  

for Lim n  downto 2   
      for 1j  to 1Lim   

            if ]1[][  jAjA   
                        1,[ jAjASwap  

             end if 
      end for 
end for 

 out A  
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  תיאור מיון בועות

מיון ערך במקום, מערך הקלט הוא גם ה

 1n מבצעלגוריתם מערך הפלט. הא

משתה  .הראשית מעברים בלולאה

כו התחילי שווה ער, Limהלולאה הוא 

מעבר בכל  .nלמספר איברי הקלט, 

  קטן  Lim הראשית, ערכו של  בלולאה

  . 1- ב

בלולאה,  i- במלים אחרות: במעבר ה

1,2,..., 1i n , 1Lim n i    (, 

האלגוריתם  בוחן את זוגות הבכל מעבר 

  :, בסדר התוןהאיברים הסמוכים הבאים

     1,2 , 2,3 ,..., 1,Lim Lim  

בסדר בכל פעם שזוג איברים כזה מסודר 

  .)Swap(מוחלפים , איברים אלה יורד
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  מיון בועות (המשך) תיאור

  להלן שתמש בסימוים הבאים:

1M - במערך  רביהאיבר המA.   

2M - י בגדלוהאיבר הבמערך  שA.  

... 

...  

iM - האיבר ה-i  בגדלו במערךA.  

iMבהוכחה הקודמת האיבר  שימו לב:

1nסומן על ידי  im  .  
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  מיון בועות (המשך) תיאור

  אפשר לקבוע כי מיידי במבט 

 בלולאה  מעבר הראשוןהתם ב

Lim( ,החיצוית n( ,  1A n M. 

 יהתם בבלולאה  מעבר הש

1Lim( החיצוית,  n (,

  21A n M  . 

 מעבר ההתם ב-i )1Lim n i  (,

 1 iA n i M  . 
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  מיון בועות (המשך) תיאור

שכן מיון בועות האלגוריתם קרא 

האיבר בלולאה הראשית,  i-בר המעב

iM  עולה לראש המערך כבועה הצפה

  על פי המים.

או שתמש באבחות אלה במהלך 

 הוכחת כוות האלגוריתם.
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    Bubblesortכוות 2.7 משפט

המקבל כקלט BubbleSortאלגוריתם 

ומחזיר  ,מספריםיו שאיבר Aמערך 

  .תמורה ממוית של איברי מערך הקלט

  

למשפט  2.5לדמיון בין משפט  שימו לב

2.7  

  

  הוכחת המשפט

  כזכור עליו להוכיח:

 האלגוריתם מסתיים. .1

 הפלט הוא תמורה של הקלט. .2

 הפלט ממוין. .3
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   1הוכחת 

האלגוריתם מכיל שתי לולאות 

מקוות, מספר המעברים בכל לולאה 

ולכן ברור כי  n חסום על ידי

  האלגוריתם מסתיים. 

   2הוכחת 

מיקום בכל מהלך ביצוע האלגוריתם, 

אך ורק על ידי  שתהאיברי המערך מ

בין שיים מהם  )Swap( החלפהביצוע 

ועל כן ברור כי מערך הפלט הוא 

  תמורה של מערך הקלט. 

ותר לו להוכיח אך ורק כי מערך 

  הפלט ממוין.
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  : הגדרת השמורה3הוכחת 

  , בלולאה הראשית i-המעבר הבתום 

 המערך חלק אתA  ל:  

האיברים  iובו  עליוןחלק  .1

ם במערך בסדר עולה:  הגדולי

1,...,iM M. 

nובו  תחתוןלחלק  .2 i  האיברים

אשר הקטים במערך הקלט, 

 .שרירותי בסדר מופיעים

  , i-ה רבמהלך המעבשימו לב: 

1Lim n i   ה , כלומרהמשת

Lim  מצביע על האיבר העליון בחלק

   התחתון.
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גרפי של מצב תיאור  ???.2איור 
    המערך
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  בסיס האידוקציה הוכחת הכוות

המעברים  ההוכחה באידוקציה על

  בלולאה.

   )1i( בסיס

מעבר עליו להוכיח כי בתום ה

, הראשון  1MnA   והאיבר nA  לא

  ישתה יותר. 

יח כי בתחילת המעבר הראשון 

  1A j M 

לא  1Mבמהלך האיטרציה הראשוה, 

זז ממקומו עד אשר האיבר  jA 

מושווה עם  1jA  .ואז הם מוחלפים  
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  הוכחת בסיס האידוקציה (המשך)

איטרציה, האיבר מרגע זה ועד תום ה

1M  מצאמושווה עם כל איבר ה

מחליף  1Mכזו,  הבכל השווא .מעליו

(כי הוא האיבר המכסימלי  את מקומו

בסוף האיטרציה  במערך הקלט).

 מתקיים  1MnA .  

מן הקוד ובע כי באיטרציות הבאות, 

האיבר  nA  לא יושווה יותר עם אף

איבר וסף ומקומו לא ישתה עד תום 

  ביצוע האלגוריתם.

   מש"ל                
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  צעד האידוקציה

  החה

כי השמורה מתקיימת בכל מעבר יח 

ווכיח כי היא  ,i-בלולאה עד המעבר ה

  . 1i-מתקיימת גם בתום המעבר ה

1i-ה, בתחילת המעבר לפי ההחה  ,

האיברים  iבחלק העליון מאוחסים 

הגדולים במערך הקלט, ממויים בסדר 

  עולה.

במצב זה, האיבר המרבי בחלק 

   .1iMהתחתון הוא 

בדומה להוכחת הבסיס, במעבר הוכחי 

1iM  ים יושווה רק עםאיברים הקט

ממו. בסוף המעבר   1iA n i M  .  

  מש"ל                                                   
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  המשפטהוכחת סיום 

  הוכחת הכוות מושלמת על ידי:

  

  2.8טעה 

  .בתום פעולת מיון בועות הפלט ממוין

  

  הוכחה

1iציב בשמורה  n קבל כי בתום , ו

1n-המעבר ה  :מתקיים  

  1 12,..., ,...,nA n M M  

כבר הוכחו כי בכל שלב לביצוע 

מאחסן תמורה  Aהאלגוריתם המערך 

של מערך הקלט ומכאן ובע כי בתום 

1n-המעבר ה  , 1 nA M.  

  מש"ל      
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  וכיות הזמןיתוח סיב

בקרת התכית, למעט הקריאות 

, איה תלויה באברי Swapלשגרה 

הקלט אלא באורכו בלבד. בריצה עם 

 1n ים, מתבצעnמערך באורך 

nLIM,,...,2, עבור מעברים   .  

מתבצעות מעבר כזה בכל 

1,...,11  nLIM  השוואות וכל

  השוואה גוררת לכל היותר חילוף אחד.

  הוא מספר ההשוואות הכולל 

)(
22

)1( 2
21

1

n
nnnn

i
n





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

 

מכאן, סיבוכיות הזמן של האלגוריתם 

היא  2n.  
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  מוטיבציה לאלגוריתם המשופר

, מספר האיברים BubbleSortבאלגורים 

לאחר , Aבחלק העליון של המערך 

   .iבלולאה הראשית הוא  i-עבר ההמ

מערכי קלט בהם בשלב מסוים של יש 

ביצוע האלגוריתם, מתקבל חלק עליון 

  ממוין גדול יותר. 

האלגוריתם המשופר מזהה את גודל 

החלק העליון המתקבל בפועל ומשתמש 

י במידע הזה כדי להקטין את מספר צעד

 עבור קלטים כאלה.האלגוריתם 
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  האלגוריתם המשופר

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : מיון בועות משופר2.3איור 
   

 AImpBubble  

nLim   
while  1Lim  do 

           1newLim  
      for 1j  to 1Lim  do 

          if ]1[][  jAjA  
                    1, jAjASwap       
                       jnewLim   

             end if 
         end for 

      newLimLim   
End while 
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  הערות לאלגוריתם המשופר

באלגוריתם המשופר, ערך המשתה 

Lim  קבע עם תום כל איטרציה, כך

שיצביע על האיבר התחתון של החילוף 

  מהלך המעבר.האחרון שהתבצע ב

  
   

  פרופ' עמוס ישראלי -  2מס'  אלגוריתמים א' הרצאה

  מוס ישראליכל הזכויות שמורות לפרופסור ע© 

  
110

  דוגמא

  יח שהקלט הוא המערך הבא:

1  5  3  2  4  7  6  8  

  

להלן ציג באופן גרפי את מהלך ביצוע 

  האלגוריתם על הקלט התון.

מצביע  Lim המשתהבתיאור שציג 

 על התא המוצלל בהיר והמשתה

newLim מצביע על התא המוצלל 

  :כהה

  

   

  פרופ' עמוס ישראלי -  2מס'  אלגוריתמים א' הרצאה

  מוס ישראליכל הזכויות שמורות לפרופסור ע© 

  
111

  בלולאהתיאור המעבר הראשון 

1  5  3  2  4  7  6  8  

  

8Limבמהלך המעבר הראשון   .

1NewLimבתחילת המעבר  .  

1  3  5  2  4  7  6  8  

  

לאחר ביצוע  2,3Swap , 

2NewLim .  

  
1  3  2  5  4  7  6  8  

  
לאחר ביצוע  3,4Swap,  

3NewLim .  
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1  3  2  4  5  7  6  8  

  

לאחר ביצוע  4,5Swap , 

4NewLim .  

  
1  3  2  4  5  6  7  8  
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  בלולאה שיתיאור המעבר ה

6Limבמהלך המעבר השי   .

1NewLimבתחילת המעבר  .  

1  3  2  4  5  6  7  8  

  

לאחר ביצוע  2,3Swap , 

2NewLim .  

1  2  3  4  5  6  7  8  
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  בלולאה שלישיתיאור המעבר ה

1  2  3  4  5  6  7  8  

  

2Limבמהלך המעבר השלישי    .

1NewLimבתחילת המעבר  .  

  במהלך המעבר השלישי

ספר הצעדים שהאלגוריתם ברור מ

  מבצע על הקלט שבדוגמה קטן מאוד.
להלן וכיחכוות האלגוריתם המשופר 

ותח את הסיבוכיות שלו. 
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  האלגוריתם המשופר סיוםהוכחת 

  טעה

בכל מעבר בלולאה הראשית הערך של 

  . 1-קטן לפחות ב Limהמשתה 

  הוכחה

כוות הטעה ובעת מן הקוד (הוכיחו 

  קב).זאת על ידי מע

מן הטעה ובע כי האלגוריתם 

 1nמסתיים לאחר לכל היותר 

  מעברים בלולאה הראשית.
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  הוכחת כוות האלגוריתם המשופר

בטעת הכוות שהוכחו קודם 

השתמשו בעובדה שבסיום האיטרציה 

in הוא Limערך המשתה  i-ה . 

הטעה  הטעה הבאה מתקבלת מן

הקודמת על ידי שימוש בערך המשתה 

Lim   .עצמו  

  טעה

niלכל  1 ,לאחר האיטרציה ה- i 

  מתקיים:

    LimMLimnAMnA  1,...,1
שיויוים אלה שמרים עד סוף ביצוע  

  האלגוריתם.
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) LimMלהלן יקראו אברים אלה (כולל 

  . A: החלק הממוין של המערך בשם

  :Aהחלק השי של המערך 

     LimnAAA ,...,2,1   

  יקרא: אזור אי הודאות

הוכחת הטעה מתקבלת על ידי 

התאמת ההוכחה הקודמת והיא 

  שארת כתרגיל לקורא.
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  כוות מיון בועות (המשך)

ל ידי הוכחת הכוות מושלמת ע

  המשפט הבא:

  משפט

  .בתום פעולת מיון בועות הפלט ממוין

  הוכחה

ההוכחה ובעת מיידית מכוות טעת 

בסיום המעבר האחרון האידוקציה 

  בלולאת האלגוריתם. 

  מש"ל

   

  פרופ' עמוס ישראלי -  2מס'  אלגוריתמים א' הרצאה

  מוס ישראליכל הזכויות שמורות לפרופסור ע© 

  
119

  סיבוכיות הזמן באלגוריתם המשופר

באלגוריתם המשופר, זמן הריצה תלוי 

במספר ההיפוכים בקלט ולא רק 

  באורכו: 

קלט ממוין בסדר עולה, עבור  .1

סיבוכיות הזמן היא ליארית. זהו 

  המקרה הטוב ביותר.

 Worst Caseסיבוכיות ה .2

מתקבלת על ידי קלט בממוין 

בסדר יורד. במקרה זה, באיטרציה 

inמתבצעים  בדיוק  iה   

חילופים ובסך הכל, מספר 

 , כמו החילופים הכולל הוא

באלגוריתם הקודם,  2nO אפשר .

להראות כי זהו גם מספר הצעדים 

המכסימלי שהאלגוריתם מבצע 

  עבור קלט כלשהו.
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  סיכום

אלגוריתמי מיון  ישבהרצאה זו הצגו 

  :(ולא יעילים) קלאסיים

  ).Selection Sortמיון בחירה ( .1

  ) .Bubble Sortמיון בועות ( .2

ו את כוותו לכל אלגוריתם, הוכח

במקרה  את הסיבוכיות שלוותחו 

לאכזבתו, סיבוכיות  הגרוע ביותר.

  שלושת האלגוריתמים הללו היא

 2n  .  
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  תרגילים

   2.1תרגיל 

 מיון בחירההקוד של תון:  

  

  

  

  

  

  

  

  

   

SelectionSort )(A  

for 1i  to 1n   

     minind index of minimal 
              element of  ...A i n  

        ,Swap A i A ind  

end for 
( )Out A  
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קציה על המעברים באידו הוכיחו,

, i-בתום המעבר הבלולאה, כי 

0 i n , מתקיים  

   1 21... , ,... iA i m m m  

אלה לא משתים עד סיום ערכים וכי 

 ביצוע האלגוריתם.
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בייה של אלגוריתמי מיון : 3הרצאה 

  הפרד ופתור יעילים בשיטת 

הרצאה זו מוקדשת להכרות עם 

 לביית אלגוריתמיםפרדיגמה ה

  הפרד ופתור הקרויה  רקורסיביים

)Divide and Conquer( .  

או ציג את השיטה באופן כללי ולאחר 

מכן דגים אותה על ידי בייה של 

יון מאלגוריתם מיון יעיל הקרוי 

 .)Merge-sortבאמצעות מיזוג (

 היא האלגוריתם סיבוכיות הזמן של

 nn log.  
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  3.1הערת צד 

    

  

    

) היא שיטה כללית paradigm(פרדיגמה 

לפתרון סוג מסוים של בעיות. במדעי 

המחשב או מדברים על פרדיגמות של 

  תכון אלגוריתמים כגון:

הפרד ופתור, תכון דימי ועוד, ועל 

, Top Downפרדיגמות של תכות כגון 

 תכות מוחה עצמים וכ"ו.
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  דוגמא: חישוב מספר הצמתים בעץ

  2.3בעיה חישובית 

   קלט

  .צים ביארייםע

   פלט

 צמתים פימיים ( מספר הצמתים

  . הקלט בעץ )םועלי
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  רעיון האלגוריתם

  .צמתים  0יש בו  ריקאם העץ  .1

מספר הצמתים  איו ריקבעץ ש .2

שוה לסכום מספר הצמתים בתת 

קריאה רקורסיבית העץ השמאלי (

), מספר הצמתים בתת העץ 1מס' 

) 2קריאה רקורסיבית מס' ( ימיה

  ועוד אחד (השורש).
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  Count אלגוריתםה

 

 

  

  

  

  

  

  Count :3.3לגוריתם א

   

 TCount

    if T   0out  

     ll TCountc   

     rr Tcountc      

    1l rout c c   
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לגוריתמים בשיטת מתכון לביית א

 הפרד ופתור 

יח כי תוה בעיה חישובית 

, ,P In Out f  . להלן מוצג

 רקורסיבי "מתכון" לאלגוריתם

GenRec  לפתרון הבעיהP.  

של   Baseזהה תת קבוצה .1

, ובה קלטים Inקבוצת הקלט 

היתים לפתרון ישיר על ידי 

 . Direct שציג וקרא לה שיטה

השוברת כל   Breakציג שיטה  .2

originaliקלט  In Base  ,

קלטים תת של  ,l, למספר קבוע

1,..., li i. 
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יל את האלגוריתם שציג יפע .3

על כל אחד  GenRecהשיטה  

,...,1מתת הקלטים  li i כדי ,

,...,1לקבל את הפלטים  lo o . 

קבלת המ Combineציג שיטה  .4

,...,1את כקלט  lo o  הפלט ובו

originalo אים לקלט המקורי.המת 

  

וצגת מ הסכמה המתקבלת

 . 3.3איור ב
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  הפרד ופתורסכמה של 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 םאלגוריתמה של כס: 3.2 איור

   בשיטת הפרד ופתור.

 
   

 originalGenRec i  

   if originalI Base  

           originalout Direct I   

           1,..., l originali i Split i  

   for 1  to l  
        ( )i io GenRec i  
   end for 
        originalo  
                 1,..., lCombine o o  
    originalout o  
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  3.3הערת צד 

 אלגוריתם רקורסיבימפעילים כאשר 

קלט עם קלט שאיו מקרה קצה, ה

   .ראשייםמתפרק למספר תת קלטים 

ים הראשיים, הם מקרי תת הקלט

קצה או שהם יתים לפרוק וסף. אם 

עקוב אחרי שרשרת הקריאות 

הרקורסיביות, וכח כי למעשה, כל 

בעיה מתפרקת למספר מקרי קצה 

אשר כל אחד מהם פתר בעזרת 

  .Directקריאה ל 

הפלטים של הקריאות האלה 

משולבים לפלט לבעיה המקורית 

 .Combineיאות ל בעזרת קר

  פרופ' עמוס ישראלי -  3אלגוריתמים א' הרצאה 

  

  שמורות לפרופסור עמוס ישראליכל הזכויות © 

  
139

  כוות אלגוריתימים רקורסיביים

באלגוריתם רקורסיבי אין לולאות ולכן 

 את כוותו אין אפשרות להוכיח

   המעברים בלולאה. באידוקציה על

אידוקציה על בבמקום זאת, שתמש 

  .אורך הקלט

ה"מתכון" להוכחות כאלה, מתואר 

  בשקף הבא.

  

  

  

  

  

  

 3.4הערת צד 

ה"מתכון" איו מבטיח כוות. 

תמיד יש לבדוק היטב את 

ההוכחה. הוכחה, צריך  לוודא 

 כי היא אכן איה שגויה.
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"מתכון" להוכחת כוות של 

  אלגוריתמים רקורסיביים

ים הכוות של אלגוריתמהוכחת 

רקורסיביים עוקבת  במדויק אחרי 

מופיע , כפי שמבה האלגוריתמים הללו

  :3.2בסכמה 

  דוקציבסיסיש להוכיח  :ההאי

שיטה הכי  על ידי מעקב, ישירות,

Base כון  לטפ המחזיר בכל

 ממקרי הקצה. קריאה על אחד

  חתדוקציההיח כי  :האייש לה

שיטה סיבית לרבכל קריאה רקו

GenRec  כל אחד  םעהמופעלת

,...,1 מקלטי המשה lo o  מוחזר פלט

 כון.
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 יש להוכיח, שוב על ידי  :ההוכחה

הוא הפלט  originalo מעקב, כי 

  .originaliהמתאים לקלט המקורי 
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  5.3הערת צד 

  

באופן פורמלי, עליו להוכיח גם כי 

לא תיתכן שרשרת קריאות 

  רקורסיבית אין סופית. 

באופן לא פורמלי, או מסתפקים 

אה בהוכחה כי בכל קרי

  רקורסיבית אורך הקלט יורד. 

תחת ההחה כי מקרה הקצה 

מטפל במכל הקלטים באורך 

מיימלי (שהיא כוה בכל 

האלגוריתמים שאו מציגים) 

 ההוכחה כוה.
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 Countם האלגורית כוות

בטרם יגש להוכחה תבון שוב בקוד 

  האלגוריתם

  Countהאלגוריתם 

 

 

  

  

  

  

  

  השיטותבאלגוריתם זה, לב כי שים 

Direct ,Splitו ,-Combine ןאי ,

  מופיעות בקוד באופן מוחצן.

  

 TCount  

    if T   0out  

       ll TCountc   

       rr Tcountc      

    1l rout c c   

  פרופ' עמוס ישראלי -  3אלגוריתמים א' הרצאה 

  

  שמורות לפרופסור עמוס ישראליכל הזכויות © 

  
144

 Countהאלגוריתם כוות 

  6.3 משפט

מקבל כקלט עץ  Countאלגוריתם 

חשב את מספר הצמתים ומ  T  ביארי

   .T  בעץ

  הוכחה

באידוקציה את כוות הטעה וכיח 

  .Tעל מספר הצמתים בעץ 

T( בסיס:  (  

מן הקוד ובע כי  . זהו מקרה הקצה

  .0האלגוריתם מחזיר 
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  צעד האידוקציה

   ת האידוקציההח

כי האלגוריתם מחשב באופן כון יח 

שמספר ל עץ כאת מספר הצמתים ב

(שתמש  n-קטן מ והצמתים ב

  באידוקציה שלמה).

   

  הוכחה

 n  עם ביארי עץ הוא Tיח כי 

במהלך ביצוע  צמתים. TCount 

מתבצעות הקריאות הרקורסיביות 

 lTCount ו-  rTcount.  

  )rT(בהתאמה  lT-מספר הצמתים ב

   , כי שורש העץ לאn-קטן ממש מ

  ) .lT )rT-שייך ל
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הקריאה  לפי החת האידוקציה

 lCount T  בהתאמה) rCount T( ,

 .)lT )rT-מספר הצמתים באת  המחזיר

כוות האלגוריתם ובעת מיידית מן 

                           הקוד.

  מש"ל
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יתוח סיבוכיות ל "מתכון"

  מים רקורסיבייםאלגורית

ביתוח הסיבוכיות, עליו להמע 

ב מספירה כפולה של צעדי חישו

  המבוצעים בקריאות הרקורסיביות.

   :או משיגים זאת על ידי

מספר הצעדים שכל הערכת  .1

קריאה לאלגוריתם מבצעת. 

סיבוכיות כל קריאה בהערכה זו 

כקבוע חשבת רקורסיבית 

)Constant .( 

הערכת מספר הקריאות  .2

 הרקוסיביות המתבצעות.

הכולל הצעדים מספר  הערכת .3

  ל הקריאות.המתבצע על ידי כ
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 Countסיבוכיות יתוח 

קרא  Countהאלגוריתם יח כי  .1

מספר  .T עץ ביארי עם קלט

 הוא Countהקריאות לשיטה 

1||2 T שים ,כדי לראות זאת .

, Tעבור כל צומת של העץ  לב כי 

מבצע בדיוק שתי  האלגוריתם

פר קריאות רקורסיביות, ולכן מס

הקריאות הרקורסיביות הוא 

2 | |T ביחד עם הקריאה .

המקורית, קבל כי מספר 

2הקריאות הכולל הוא  | | 1T .  
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מספר הצעדים שכל קריאה  .2

 ).Const( מבצעת הוא קבוע

יח מספר צעדי החישוב שכל  .3

קריאה רקורסיבית מבצעת, 

. מכאן ובע cחסום על ידי קבוע 

מיידית כי סיבוכיות האלגוריתם 

 חסומה על ידי

   2 | | 1 | |T c T    

  

  

מיון אלגוריתם כעת פה להצגת 

  ) .Merge Sortבאמצעות מיזוג (

מבוסס על תבית הפרד  האלגוריתם

.ופתור
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  ) ortSMergeמיון באמצעות מיזוג (

להלן תיאור האלמטים השוים 

  : באלגוריתם

1. Direct -  מקרי הקצה של

האלגוריתם הם כל המערכים 

שלהם איבר יחיד. כל מערך כזה 

כפלט  הוא כמובן ממוין ומוחזר

 ללא שיוי.

2. Split -  מערך הקלט  אתמחלקת 

A  י תת מערכים באורך2לש/n 

 כל אחד.

אלגוריתם של  תרקורסיבי קריאה .3

 מערכים.הכל אחד מתת המיון עם 
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4.  Combine - מיזוג )merge (י  שלש

תת המערכים הממויים למערך 

 ממוין אחד.

  

 פיתוח האלגוריתם  אתתחיל

וריתם מיזוג לשי בהצגת אלג

  .מערכים ממויים
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  )Mergeאלגוריתם מיזוג (

ם אלגוריתם המיזוג הוא אלגורית

, אשר משמש כשיטת איחוד איטרטיבי

  ) Combineתת הפתרוות (

  . MergeSortבאלגוריתם 

מערכים ממויים  הם B-ו A החות:

בהתאמה.  n-ו mשגודלם בסדר עולה, 

 Aאת  ממזג Mergeהאלגוריתם 

nmשארכו  Cלמערך    ואיבריו

  ממויים בסדר עולה.
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   האלגוריתם תיאור

אלגוריתם מאתחלים ביצוע הבתחילת 

כך ) Pointers( צביעיםשלושה מ

  תחילת שלושת המערכים. שיצביעו אל

בכל שלב של האלגוריתם משווים בין 

כווים שי האיברים אליהם מ

ומעבירים את  B-לו A-צביעים להמ

כוון בין השים לאיבר עליו מהקטן מ

. לאחר מכן, מקדמים C -ל  צביעהמ

שהצביע על האיבר  צביעאת המ

  . C של מערך צביעשהועבר ואת המ

-ו A כדי למוע גלישה מעבר לגבולות

B איבר , מוסיפים לכל אחד מהם את

  . שערכוחוסם 



  פרופ' עמוס ישראלי -  3אלגוריתמים א' הרצאה 

  

  שמורות לפרופסור עמוס ישראליכל הזכויות © 

  
154

  Merge אלגוריתם

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  merge אלגוריתם: 6.3 אלגוריתם

   

 ,Merge A B  
     1mA ,   1nB  
   1;  1;  1;ap bp cp    
   while  1 nmcp  
       if    bpBapA      
             apAcpC  ; ap  
         else    bpBcpC  ; bp  
       end if 
       cp  
   end while 
out C  
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  3.7צד  תהער

   

הוספת האיברים החוסמים 

  מפשטת את הצגת האלגוריתם. 

ממשים את האלגוריתם מכאשר 

השתמש במגון בתכה, יש ל

תכתי מתאים כדי למוע 

  .הגליש

לאחר כל ביצוע של  :מהלדוג

בדוק האם אפשר ל ,if-הוראת ה

המצביע המתאים עבר את גודל 

  המערך.
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   merge אלגוריתםכוות 

  8.3 משפט

nmiלכל  1 לאחר ,i  מעברים

בלולאה הראשית, המערך  iC ...1  

האיברים  iמכיל תמורה ממוית של 

ם איברי המערכי מבין הקטים ביותר

A ו-B.  המצביעpa  בהתאמה)pb (

 Aמצביע על האיבר הראשון במערך 

. Cשטרם העבר למערך  )B(בהתאמה 

1iהוא  pcערכו של המצביע  .  

  הוכחה

  תרגיל בית

  9.3 משפט

  כון. אלגורתם המיזוג הוא

  הוכחה

  תרגיל בית.
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   merge  סיבוכיות אלגוריתם

  01.3 משפט

סיבוכיות אלגוריתם המיזוג היא 

ליארית בסכום אורכי המערכים 

   mnmntmerge , .  

  

  הוכחה

  תרגיל בית.
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   תאור -  אלגוריתם המיון

  מקרי קצה

 מקרי הקצה של אלגוריתם

MergeSort  מערכים עם איבר הם

  ברור כי כל מערך כזה הוא ממוין.יחיד.

  

  קלטים ראשיים- חלוקה לתת

חלק את מערך הקלט לחלק תחתון 

ובו  2/n  איברים, ולחלק עליון ובו

 2/nn   ,יםתן פתרואיברים. בה

הקלטים הישירים, כלומר -לשי תת

מערכים ממויים, שתמש -שי תת

באלגוריתם המיזוג, שהצגו קודם,  

כדי לקבל מהם מערך ממוין המכיל את 

איברי הקלט המקורי. 
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  הקוד -  אלגוריתם המיון

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  )Merge Sortמיון מיזוג (: 3.4איור 

 

   

 MergeSort A  

    if 1|| A   out A  

     1... / 2lA A n     

     / 2 1...rA A n n     

     l lB MergeSort A  

     r rB MergeSort A    

     ,l rC merge B B  

     out C  
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  דוגמא

ם מוצגת דוגמא בשקפים הבאי

  מפורטת לשימוש במיון מיזוג.

בדוגמא זו, קריאות רקורסיביות 

מוצגות כאילו עשו במקביל. למעשה, 

  קריאות אלה מתבצעות באופן סדרתי.

  

 Sort(1) 

In (sort1) 2 7 5 3 6 8 4 1 

 Sort(2) Sort(2) 

In (sor2) 2 7 5 3 6 8 4 1 

 Sort(3) Sort(3) Sort(3) Sort(3)

In (sort3) 2 7 5 3 6 8 4 1 

 Sort Sort Sort Sort Sort Sort Sort Sort

In(sort4) 2 7 5 3 6 8 4 1 

Out(sort4) 2 7 5 3 6 8 4 1 
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 Mer(3) Mer(3) Mer(3) Mer(3)

In(merge3) 2 7 5 3 6 8 4 1 

Out(merge3) 2 7 3 5 6 8 1 4 

Out(sort3) 2 7 3 5 6 8 1 4 

 Merge(2) Merge(2) 

In(merge2) 2 7 3 5 6 8 1 4 

Out(merge2) 2 3 5 7 1 4 6 8 

Out(sort2) 2 3 5 7 1 4 6 8 

 Merge(1) 

In(merge1) 2 3 5 7 1 4 6 8 

Out(merge1) 1 2 3 4 5 6 7 8 

Out(sort1) 1 2 3 4 5 6 7 8 

  
: סדר הקריאות בהפעלת מיון 3.5 איור

 מיזוג
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ות מיון מיזוגכו  

  :3.5משפט 

מיזוג -, אלגוריתם מיון0n לכל

  . nממיין כל קלט חוקי באורך 

  הוכחה

באידוקציה על  משפטוכיח את ה

  . nאורך הקלט 

  

  )1n( בסיס

במקרה זה, הקלט ממוין באופן 

טריויאלי ולכן הקלט שווה לפלט. מן 

קוד ובע כי הבקרה תוחזר מייד עם ה

  פלט שווה לקלט.

  מש"ל              
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 )1n( צעד האידוקציה

יח כי מיון מיזוג מחזיר פלט ממוין 

 n-מקטן בכל קריאה עם קלט שארכו 

ויח כי האלגוריתם קרא עם קלט 

  .nשארכו 

, מערך 1nובע כי, אם מן הקוד 

קלטים -תת שיהקלט מחולק ל

 , שארכוlA: ראשיים 2/n ו-rA 

 שארכו 2/nn ארכו של כל תת .-

 ולכן, לפי החת n-מקטן קלט ראשי 

 rB-ו lBמערכי הפלט האידוקציה, 

  .ממויים בסדר עולה
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  צעד האידוקציה (המשך)

מפעיל את   mergesortלאחר מכן, 

 rB-ו lBעל המערכים  mergeהשיטה 

  ומחזיר את המערך הממוזג.

ממויים,  rB-ו lBאחר שהמערכים מ

כי  mergeובע מכוות האלגוריתם 

  מערך הפלט ממוין בסדר עולה.

  מש"ל                 
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  מיזוג-סיבוכיות מיון יתוח

כדי לחשב את סיבוכיות האלגוריתם, 

מערכת תחילה את הסיבוכיות ציג 

  ביותמשוואות רקורסי

סמן ב  nt את הזמן הדרוש למיון-

   איברים. nמיזוג מערך בן 

הזמן הדרש לכל קריאה רקורסיבית 

הוא כמובן 







2

n
t   .  

כבר הוכחו כי מיזוג שי מערכים 

כל אחד אורך   n/2ממויים באורך 

הוא קבוע  dכאשר  dnארי זמן לי

  הפרופורציה.



  פרופ' עמוס ישראלי -  3אלגוריתמים א' הרצאה 

  

  שמורות לפרופסור עמוס ישראליכל הזכויות © 

  
166

מיזוג על ידי -הצגת סיבוכיות מיון

  מערכת משוואות רקורסיביות

הוא הזמן הקבוע הדרש  cיח כי  

  וקבל: 1למיון מערך באורך 

  dn
n

tnt 







2
2  

  ct 1  

הפרופורציה  קבועהוא   dכאשר 

הוא הזמן  cבאלגוריתם המיזוג ו 

  .1הקבוע הדרש למיון מערך באורך 
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  סיבוכיות מיון מיזוג

  3.6משפט 

סיבוכיות מיון מיזוג היא  nn log .   

  הוכחה

מטעמים טכיים, יח כי 
mn 2   עבור

m  .שימו לב: שלם כלשהו)logm n( 

  כי mוכיח באידוקציה על 

  mmm dmat 222   

הוא הקבוע  d-שלם כלשהו ו aעבור 

  המופיע במשוואות הרקורסיה.

  

0m ,12( בסיס  mn(  

במקרה זה, תון כי   ct 1   הוהטע

  ובעת מייד.
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  צעד האידוקציה

יח כי עבור 
mn 2 מתקיים  

  mmm dmat 222   

תבון ב  12 mt לפי המשוואה .

  הרקורסיבית מתקיים:

    11 2222   mmm dtt  

ציב במשוואה את הביטוי עבור  mt 2 

  מטעת האידוקציה וקבל:

    11 22222   mmmm ddmat  

           1 1 12 2 2m m ma dm d      

             11 212   mm mda  

           logan dn n   

 מש"ל
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  סיכום - מיון מיזוג 

משיג סיבוכיות  מיון מיזוג nn log .

כי זוהי  בהרצאה הבאה, או וכיח

הסיבוכיות האופטימלית עבור כל 

  .מבוסס השוואותאלגוריתם מיון 

אלגוריתם מיון וסף המשיג סיבוכיות 

 )Heap Sortמיון ערמה (זו הוא 

  לא למד בקורס. שאותו
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  סיכום ההרצאה

פתחו את ההרצאה בהצגת שיטת 

המהווה בסיס לביית  הפרד ופתור

  אלגוריתמים רקורסיביים.

בהמשך ההרצאה, הדגמו את השימוש 

מיון בשיטה על ידי ביית אלגוריתם 

  . באמצעות מיזוג

המשכו את ההרצאה בהוכחת כוות 

האלגוריתם תוך שימוש באידוקציה 

  .אורך הקלטעל 

בסיום ההרצאה, הוכחו כי סיבוכיות 

האלגוריתם היא  nn log  זהו .

אלגוריתם המיון שהסיבוכיות שלו היא 

ותר מבין כל האלגוריתמים הטובה בי

  שכיר. 
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  תרגילים

  13.תרגיל

יםתו  הקוד לאלגוריתםmerge 

  הכוות של האלגוריתם. ומשפט

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ,merge A B  
     1mA ,   1nB  
   1;  1;  1;ap bp cp    
   while  1 nmcp  
       if    bpBapA      
             apAcpC  ; ap  
         else    bpBcpC  ; bp  
       end if 
       cp  
   end while 
out C  
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הכוות ותחו את את משפט הוכיחו 

  סיבוכיות האלגוריתם.

  

  8.3 משפט

nmiלכל  1 לאחר ,i  מעברים

בלולאה הראשית, המערך  iC ...1  

האיברים  iמכיל תמורה ממוית של 

איברי  מבין הקטים ביותר

 paהמצביע  .B-ו Aם המערכי

) מצביע על האיבר pb(בהתאמה 

 )B(בהתאמה  Aהראשון במערך 

. ערכו של Cשטרם העבר למערך 

1iהוא  pcהמצביע  . 
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  )Quicksortמיון מהיר (: 4הרצאה 

מיון הרצאה זו מוקדשת לאלגוריתם 

  . )Quick Sortמהיר (

מקובל היום כאלגוריתם  מיון מהיר

היא מהירותו הממוצעת המיון ש

הגבוהה ביותר מבין כל אלגוריתמי 

  המיון המוכרים. 

בוסף, אלגוריתם זה, קל ביותר 

לתכות. כתוצאה, רוב המערכות 

אלגוריתם מיון מערכתי המציעות 

  משתמשות במיון מהיר.

חסרוו העיקרי של המיון המהיר: 

סיבוכיות הזמן במקרה הגרוע ביותר 

היא  2n.  
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  תכוות וסימוים

לאורך כל ההרצאה או מיחים  .1

ובו  Aכי הקלט למיון הוא המערך 

n  בדליםאיברים  ים זהשו)

מזה). התאמת האלגוריתם 

למקרה שבמערך הקלט יש כמה 

 ה איה קשה.איברים שווים זה לז

הרעיון במיון מהיר הוא לחסוך  .2

ככל האפשר בצעדי חישוב. כדי 

לעשות זאת, בצע את כל 

החישובים על תוך שימוש במערך 

A. 

njiלכל  .3 1  סמן את תת

 i, בין המשתה Aהמערך 

על ידי  jלמשתה  ...A i j  
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  תיאור האלגוריתם

 צירחר איבר כלשהו מן המערך כב .1

)Pivot(  .  

השתמש בציר כדי לחלק את אברי  .2

המערך לפי גודלם: כל האיברים 

הקטים מן הציר בתת המערך 

התחתון. כל האיברים הגדולים מן 

הציר או שווים לו (כולל הציר 

  עצמו) בתת המערך העליון.

הפעל מיון מהיר באופן רקורסיבי  .3

 על כל אחד מתת המערכים.

, במקוםהאלגוריתם מתבצע  .4

 .Aכלומר בתוך מערך הקלט 
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  האלגוריתםקוד  –מיון מהיר 

  להלן קוד האלגוריתם. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 Qick: מיון מהיר (1.4אלגוריתם 

Sort(  

  

  

 , ,quicksort A i j  
   If  i j  return 
     , ,p choosepivot A i j  
     boundary   
                     , , ,partition A i j p   

    1,, boundaryiAquicksort  

    jboundaryAquicksort ,,  

   out A  
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  הערות

 QuickSortהשיטה הרקורסיבית  .1

מקבלת כקלט תת מערך של מערך 

  . Aהקלט 

 גבולות המערך מצוייים על ידי .2

, i ,אידקס האיבר המוך ביותר

 . jואידקס האיבר הגבוה ביותר 

הקריאה הראשוה לשיטה היא  .3

 ,1,QuickSort A n . 
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  צירהבחירת 

השיטה לבחירת הציר היא מאוד 

איבר הגדול ר כציר את הפשוטה: בח

   איברי המערך הראשוים. מבין שי

בדרך זו מבטיחים כי בכל אחד מתת 

  המערכים יהיה לפחות איבר אחד: 

 יים, בחלק  הקטןאיבר המבין הש

  התחתון.

 יהם (הציר עצמו),  הגדולאיבר המבי

   בחלק העליון.
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 Choosepivotהשיטה 

 להלן הקוד:

  

  

  

   choosepivot: השיטה  4.3אלגוריתם 

   

 ,Choosepivot A i  

         max , 1out A i A i   
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  . חלוקת ציר

שיטה המקבלת שי חלוקת ציר היא 

  ארגומטים:

איברים  nובו  A מערך הקלט .4

  .בדלים

 צירהקרא  איבר ממערך הקלט .5

 .)pivot(באגלית 

השיטה מחלקת את איברי מערך 

 הקלט כמפורט להלן:
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  תכוות חלוקת הציר

חלוקת הציר מחלקת את איברי מערך 

הקלט לחלק תחתון (שמאלי) ולחלק 

עליון (ימי) כך שמתקיים: החלק 

התחתון מכיל את כל איברי המערך 

החלק העליון הקטים ממש מן הציר. 

מכיל את כל הציר ואת כל איברי 

  המערך הגדולים ממו.

כל איברי החלק התחתון  התוצאה:

החלק קטים ממש מכל אחד מאיברי 

  העליון.

  4.4אבחה 

אם בצע חלוקת ציר ואחר כך מיין כל 

אחת מתת המערכים שהתקבלו, מערך 

    הפלט יהיה ממוין.
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  וקה פשוטלם חאלגורית

שי מעברים  דורשהאלגוריתם הפשוט 

  על מערך הקלט ושימוש במערך עזר. 

על מערך הקלט, במעבר הראשון 

משוים כל אחד מאיבריו לציר וכל 

מן הציר, או שוה לו קטן איבר ה

מעבירים אל מערך העזר. את האיברים 

לא  , או שווים לו,מן הצירגדולים ה

מזיזים. האיברים שהועברו מהווים 

  .התחתוןאת תת המערך 

, מעבירים את איברי במעבר השי

הקלט הותרים  להמשך מערך העזר. 

איברים אלה מהווים את תת המערך 

  העליון.
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  (המשך) וטפש אלגוריתם חלוקה

במהלך ביצוע האלגוריתם מבצעים 

סיבוכיות הזמן על הקלט. שי מעברים 

היא  n .  

  

  שאלות

  האם אפשר לשפר את הסיבוכיות?

  האם אפשר לשפר את זמן הביצוע?

  

הראו כיצד אפשר לוותר על תרגיל: 

המעבר השי. 
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  תיאור  – יעילחלוקה אלגוריתם 

אפשר לבצע את אלגוריתם החלוקה 

) תוך in placeללא שימוש במערך עזר (

. בדרך חסכון בהזזת איברים ממקומם

זו חוסכים הן בזמן והן במקום, אך 

  החסכון הוא בגורם קבוע בלבד.

בכל שלב, : החלוקה ערכת בשלבים

איברים אשר אים מצאים  שי זהיםמ

בחלק המתאים. האיבר הראשון, מצא 

אך הוא גדול או שווה  ,התחתוןבחלק 

מן הציר. האיבר השי, מצא בחלק 

העליון אך הוא קטן מן הציר. לאחר 

חליפים בייהם, מציאת זוג האיברים מ

  והשלב גמר. ,Swapעל ידי השיטה 
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באלגוריתם זה, משתמשים בשי 

  .r-ו lמחווים המכוים 

מצביע אל  lלפי תחילת החלוקה, 

האיבר הראשון (השמאלי ביותר) של 

מצביע אל האיבר האחרון  r-המערך ו

  (הימי ביותר) של המערך.

מקודם ימיה עד שמצא  lבכל שלב, 

שוה לו. לאחר  איבר הגדול מן הציר או

מקודם שמאלה עד שמצא  rמכן, 

איבר קטן ממש מן הציר. כאשר מצאו 

    lברים כאלה, בודקים האם ישי א

חלפו זה על פי זה, כלומר האם  r-ו

rl  .אם כן, החלוקה הסתיימה ,  

) בין Swapלא, מבצעים החלפה (אם 

 lA  לבין rA .וממשיכים לשלב הבא  
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  הדגמה - חלוקה במקום 
  : קלט

  4שימו לב: הציר הוא 
1 4 9 5 3 1 2 4 8 2 7 3 2 1 
l                         r 

  
  : זיהוי האיברים להחלפה1.1שלב 

1 4 9 5 3 1 2 4 8 2 7 3 2 1 
  l                       r 

  
  : ביצוע ההחלפה1.2שלב 

1 1 9 5 3 1 2 4 8 2 7 3 2 4 
  l                       r 

  
  : זיהוי האיברים להחלפה2.1שלב 

1 1 9 5 3 1 2 4 8 2 7 3 2 4 
    l                   r   

  
  : ביצוע ההחלפה2.2שלב 

1 1 2 5 3 1 2 4 8 2 7 3 9 4 
    l                   r   
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  : זיהוי האיברים להחלפה3.1שלב 
1 1 2 5 3 1 2 4 8 2 7 3 9 4 

      l               r     
  

  : ביצוע ההחלפה3.2שלב 
1 1 2 3 3 1 2 4 8 2 7 5 9 4 

      l               r     
  

  : זיהוי האיברים להחלפה4.1שלב 
1 1 2 3 3 1 2 4 8 2 7 5 9 4 

                l r         
  

  : ביצוע ההחלפה4.2שלב 
1 1 2 3 3 1 2 2 8 4 7 5 9 4 

              l r           
  

   :סיום5שלב 
boundary, החלק העליון מסומן l.  

1 1 2 3 3 1 2 2 8 4 7 5 9 4 
              r l           
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  הפרמטרים - אלגוריתם החלוקה 

A - .מערך הקלט  

i   וj - ים את גבולות מערךמציי   

   הקלט.            

    pivot -  מסר לשגרה על ידי ,הציר  

  השגרה הקוראת.             

  

האידקס בו מציין את הערך המחזר: 

  תת המערך העליון.מתחיל 
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  הקוד - אלגוריתם החלוקה 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 Partitionהשיטה : 5.4לגוריתם א

Partition , , ,Ai j pivot  

jril  ;  

do forever 
      while  [ ]  A l pivot l    

      while  [ ]  A r pivot r    

      if   l r   out l  

            else     rAlAswap ,  

      end if 
end do 
end 
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  ת סיום אלגוריתם החלוקההוכח

  6.4טעה 

 partitonאם קוראים לאלגוריתם 

rlכאשר     .האלגוריתם מסתיים  

  הוכחה

בכל מעבר בלולאה הראשית, למעט 

  אולי במעבר הראשון מתקיים: 

  ההמשתl 1-גדל לפחות ב  

  ההמשתr 1-קטן לפחות ב  

מכאן, בכל מעבר בלולאה הראשית, 

קטן. מאחר שתאי  r-ל lהמרחק בין 

rlהסיום הוא    סיום האלגוריתם ,

     מובטח.

  מש"ל                
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  אלגוריתם החלוקה הוכחת כוות

  7.4טעה 

בכל מעבר בלולאה הראשית, מיד 

שתי הלולאות הפימיות לאחר ביצוע 

   מתקיימים שי הביטויים הבאים:

כל האיברים בתחום   .1 ... 1A i l  

 קטים מן הציר. A l pivot.  

כל האיברים בתחום  .2 1...A r j 

 גדולים מן הציר או שווים לו.

 A r pivot. 

3. l r  

: במהלך המעבר הראשון יתכן שימו לב

כי התחומים  ... 1A i l  ,  

-ו 1...A r j .ריקים    
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  (המשך) 4.7טעה 

בכל מעבר בלולאה הראשית, לאחר 

ביצוע החילוף, מתקיימים שי 

  הביטויים הבאים:

כל האיברים בתחום   .4 ...A i l 

  קטים מן הציר.

כל האיברים בתחום  .5 ...A r j 

  גדולים מן הציר או שווים לו.

  

חמשת הוכיחו את כוות תרגיל: 

  . השמורות בעזרת מעקב
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8.4 הטע  

כאשר ביצוע האלגוריתם מסתיים, 

1l r .  

  הוכחת הטעה

lלפי תאי הסיום מתקיים  r . לפי

lלא ייתכן כי , 3שמורה  r.  

אפשר להוכיח, באמצעות מעקב, כי 

שאחד המצביעים חולף על  מייד לאחר

 , האלגוריתם עוצר.פי השי
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  4.9 משפט

  בסיום אלגוריתם החלוקה: 

   כל איברי המערך עד

1boundary  .ים מן הצירקט 

 כל איברי המערך מboundary 

והלאה גדולים מן הציר או שווים 

 לו.

  הוכחה

מחזירה את  Partitionהשיטה 

. כוות lהערך של המצביע 

האלגוריתם ובעת מכוות שמורות 

 .2-ו 1

  

  .ליאריתהיא  Partitionסיבוכיות 
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  הוכחת כוות - מיון מהיר 

   משפט

בסיום ביצוע אלגוריתם המיון המהיר 

  , מערך הפלט ממוין. Aעל מערך 

  

   הוכחה

ההוכחה באידוקציה על אורך מערך 

  .A הקלט

  

| בסיס | 1A    

 במקרה זה, קל לראות כי שגרת המיון

איה מבצעת שום פעולה וכמובן מערך 

  הפלט ממוין.
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   צעד האידוקציה

ממין כל  QuickSortכי אלגוריתם יח 

ווכיח  n קטן או שווהמערך באורך 

1nבאורך  A לגבי מערך .  

. Aמופעל על  אלגוריתםהיח כי 

ומתבצעת בתחילת הביצוע בחר ציר 

  חלוקה.

לפי הטעה בדבר כוות החלוקה, 

לאחר ביצוע החלוקה, מערך הפלט 

מחולק לשי חלקים לא ריקים כאשר 

ברי תת המערך העליון גדולים כולם יא

  מאיברי תת המערך התחתון. 
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  צעד האידוקציה (המשך)

לאחר ביצוע החלוקה, מופעל מיון 

מהיר על כל אחד מתת המערכים. 

תת המערכים אים שי מאחר ש

אורך כל תת מערך קטן או ריקים, 

או מצאים בתאי טעת . n שווה

כי ידוקציה, ומן הטעה ובע הא

בסיום ההפעלה הרקורסיבית, שי תת 

המערכים ממויים. מאחר שכל איברי 

תת המערך התחתון קטים מכל איברי 

תת המערך העליון אפשר להסיק כי 

הרקורסיביות, לאחר סיום הקריאות 

  המערך כולו ממוין.

  .מש"ל               
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  סיבוכיות זמן - מיון מהיר 

כל ביצוע של חלוקה הוא ליארי 

באורך המערך המחולק וסיבוכיות 

הזמן תלויה ישירות בטיב הצירים 

  שבחרו.

במקרה הגרוע ביותר, הציר הבחר 

הוא האיבר הגדול ביותר (או הקטן 

ה זה ביותר) במערך הממוין. במקר

 1המערך מתחלק לחלק עליון בגודל 

  .1nולחלק תחתון בגודל 

אם מקרה זה חוזר על עצמו, זמי 

  ריצת שלבי המיון הם:

1,2,...,1, nn  

בסך הכל, במקרה הגרוע ביותר, 

סיבוכיות הזמן היא  2n .   
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  הערות

להרצאה, או  1בספח מס'  .1

מוכיחים כי הסיבוכיות הממוצעת 

של מיון מהיר היא 

   nnOnT log. 

אפשר להראות כי המקרה הטוב  .2

ביותר מתקבל כאשר בכל שלב, 

. 2כל קובץ מתחלק בדיוק ל

  במקרה זה מתקיים:

  cn
n

TnT 







2
2  

א ומשוואה זו הפתרון       nn log      

ולכן         nnnT log.  
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קריאות רקורסיביות גורמות  .3

לפעולות מחסית רבות שהן אין 

קטים. לכן,  nיעילות עבור ערכי 

(למשל) מוצע  n<10עבור 

להשתמש במיון ריבועי כגון מיון 

  בועות.

בספר מוצעת גירסה שוה למיון  .4

מהיר. בגירסה זו, הציר בחר 

ומוכחת תוצאה באופן אקראי 

  דומה לסיבוכיות הממוצעת.

בחיים האמיתיים מיון מהיר הוא  .5

ממיון מיזוג. הסיבה יעיל יותר 

לתופעה זו היא כי במיון מיזוג, 

בכל איטרציה מוזזים כל 

האיברים, בעוד שבמיון מהירת 
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בכל איטרציה מוזזים בממוצע, 

מחצית האיברים. סימולציות 

מראות כי מיון מהיר יעיל ממיון 

  פי שתים.מיזוג 
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  סיכום

מיון , הצגו את אלגוריתם בהרצאה זו

, הוכחו את כוותו והראו כי מהיר

סיבוכיות האלגוריתם היא  2n .  

של מיון   הסיבוכיות הממוצעתכאמור, 

מהיר היא  nn log  זהו אלגוריתם .

יעיל מאוד וגם פשוט מאוד והוא 

משמש פעמים רבות כאלגוריתם 

  מערכת למיון.
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: יתוח הסיבוכיות 1ספח מס' 

  מיון מהירהממוצעת של 

- סמן ב nT  את זמן הריצה הממוצע

  .nשל מיון מהיר על קלט באורך 

יח כי קבוצת הקלטים עליהם מחושב 

זמן הריצה הממוצע היא קבוצת 

וכי כל  n,…,1,2התמורות מעל 

  התמורות הן שוות הסתברות.

  

   תזכורת:

היא קבוצת  Snקבוצת התמורות 

שאיבריהם הם  nהוקטורים באורך 

1,2,…,n . ידוע כי!nSn .  
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הסיבוכיות הממוצעת מתקבלת מן 

  הוסחה:

     



nSv

vtvpnT  

 כאשר vt  מסמן את זמן הריצה של

לכל תמורה . vמיון מהיר על התמורה 

nSv יחים כיו מא    !/1 nvp  

ואז מקבלים כי    



nSv

vt
n

nT
!

1
  

כדי לחשב ביטוי זה, חלק את הקבוצה 

nS 1 - לn  :תת קבוצות כדלהלן  
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  חלוקת המשה

i ,niלכל  1 תהי ,n
i
n SS   קבוצת

אורך תת המקיימות: כל התמורות 

שאיבריו קטים מן   התחתון  המערך

, ואורך תת המערך iהוא , Aהציר, 

in הוא A, העליון .  כעת אפשר

  לרשום כי

       





1

1 !

||n

i

i
n

i
n

Sv

ST
n
S

vtvpnT
n

  

שר כא n
iST  מסמן את זמן הריצה

על כל  quicksortע בביצוע הממוצ

iהמערכים בקבוצה 
nS.  
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  טעה

i ,niלכל  1 זמן הריצה הממוצע ,

i -עבור כל התמורות ב 
nS :הוא  

  

  הסבר

 iT  דרש למיוןהוא הזמן הממוצע ה

איברים. כוות הטעה  iתמורה בת 

ובעת מן העובדה שאם מתבצעת 

ההסתברות (הסיכוי) לכל אחת חלוקה, 

  , זהה.Sןמן התמורות ב 

ההסבר עבור  inT  - .זהה  

      

לחלוקה
  דרוש
   זמן

עליון
 מע
למיון
רושמ
 זמן

תחתון
 חלק
למיון
דרוש
 זמן

cninTiTST i
n  
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  הוכחה

תבון בקבוצת החלקים התחתוים 

i -המתקבלים מכל הוקטורים ב 
nS ,

. אפשר להוכיח כי iכם הוא תמיד שאור

 Si -בקבוצה זאת, כל התמורות ב 

מתקבלות באותה השכיחות. מטעה זו 

ובע כי הזמן הממוצע הדרש למיון 

החלק התחתון בקריאה הרקורסיבית 

 הוא iT  המוגדר כזמן הממוצע)

). באופן Si-הדרש למיון כל התמורות ב

 כידומה,  אפשר להוכיח  inT   הוא

הזמן הממוצע הדרש בקריאה 

הרקורסיבית למיון החלק העליון.  

ברור כי זמן החלוקה הוא  n .

  מש"ל. 
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  הסיבוכיות הממוצעת (המשך)

כדי לחשב את ערך  nT  ,הכו בדרך

עליו לשים לב כי לכל 

11  nji  מתקיים|||| j
n

i
n SS     

מן הטעה הקודמת ומהגדרת 

  הסיבוכיות הממוצעת ובע כי:

      













1

1 !

||n

i

i
n cninTiT

n

S
nT

    





1

1 !
||n

i

i
n inTiT

n
S







1

1 !
||

                         
n

i

i
n cn

n
S

 

     cninTiT
n

Sn

i

i
n 








 





1

1 !

||
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  טעה 

 1
2

!
||




nn
i

n
Si

n  

  הוכחה

nSAשים לב לעובדה ש כדי שמערך 

iיקיים 
nSA 1, הציר חייב להיותi .

i ,niלכל  1כדי ש ,i+1-  יבחר

  כציר צריך להתקיים:

1. A[1]=i+1 ו-A[2]<i+1 או  

2. A[1]<i+1 ו-A[2]=i+1 . 

  :1תבון במקרה 

אפשרויות לבחירת  iקיימות בדיוק 

 2A ועבור כל בחירה כזו, יש
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 !2n  אפשרויות עבור

     nAAA   . מכאן קבל כי4,3,...,

קיימים בדיוק  !2ni  המקיימים

  .1את מקרה 

באופן סימטרי, קיימים בדיוק 

 !2ni  2המקיימים את מקרה.  

  ומשתי מסקות אלה קבל:

 
 1

2
!

!22
!

||







nn
i

n
ni

n

S i
n  

  הסבר

קל לראות כי    1/1!/!2  nnnn  
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  הסיבוכיות הממוצעת (המשך)

כים שקיבלו ערהציב את כעת 

לחישוב  בוסחה nT :קבלו  

 
 

    


 





 




1

1 1
2n

i

cninTiT
nn

i
nT

 
    









1

1 1

2

2

1 n

i

cninTiT
nn

i 

 
 

    








1

1 1
2

2
1

     
n

i

cniTinT
nn
n-i

  

כוות המעבר האחרון ובעת מן 

העובדה שבשתי השורות האחרוות 

  .בסדר הפוךמסכמים אותם האיברים 
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  הסיבוכיות הממוצעת (המשך)

  משיך בפיתוח:

     
 1
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1

(



 



 nn
iniTiiT
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   
 



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שהביטוי העליון כעת שים לב 

ים בשורה הראשוה והשלישית בסוגריי

מבטלים זה את זה, וערכו של הביטוי 

    קבל:ו cnבשורה הרביעית הוא 
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מאחר ששי הביטויים בתוך הסכום 

: את מסתכמים לאותו מספר קבל

  וסחת הסיגה הבאה:
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  וסחת הסיגה

הסיבוכיות  הגעו לוסחת סיגה עבור

  :הממוצעת של מיון מהיר
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  כיבשקפים הבאים וכיח 

   nnnT log.  
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  למה 

  סיבוכיות וסחת הסיגה

    
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
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11

2 n

i

cniT
n

nT  

היא  1cעבור  nn log.  

  

  הוכחה

 nווכיח באידוקציה על  d=4cגדיר 

מתקיים,  nכי לכל   ndnnT log   

ובהחה ש  n=2עבור בסיס:   11 T , 
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niיח כי לכל צעד:    מתקיים  

   idiiT log ן בתבוו  nT:  
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  כעת שתמש בהחה וקבל: 
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כדי להעריך את הסכום, פרק אותו 

  לשי חלקים וקבל:

  
















 





cnni
n

i
n

d
nT

n

ni

n

i

1

12

2

1

log
2

log
1

2

  

ומאחר ש   1log2/log  nn :קבל 
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 -סיבוכיות של בעיות : 5הרצאה 

  סיבוכיות בעית המיון כדוגמא

סיבוכיות של בהרצאה זו, עסוק ב

. בתחילת ההרצאה, גדיר בעיות

סיבוכיות של בעיות באופן כללי 

וכדוגמא חשב את סיבוכיות בעית 

  המיזוג.

עיקר ההרצאה, יוקדש ליתוח 

סיבוכיות בעית המיון. במהלכה וכיח 

חסם תחתון  nn log  ,לבעית המיון

  עבור אלגוריתמים מבוססי השוואות.

בסיכום ההרצאה וסיק כי סיבוכיות 

בעיית המיון, עבור אלגוריתמי מיון 

היא  מבוססי השוואות nn log .  
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  סיבוכיות של בעיות

בעיה חישובית כלשהי.  Pתהי 

היא הסיבוכיות של  P  שלהסיבוכיות 

לגוריתם היעיל ביותר (מהיר ביותר) הא

  .Pלפתרון 

הכווה איה לסיבוכיות  :שימו לב

 המוכר לוהאלגוריתם יעיל ביותר 

אלא לסיבוכיות האלגוריתם היעיל 

  ביותר האפשרי. 
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  איך מחשבים סיבוכיות של בעיה?

כדי בעיה חישובית כלשהי.  Pתהי 

או  ,P שלסיבוכיות את הלקבוע 

 הדוקיםצריכים להוכיח שי חסמים 

חסם עליון וחסם  :על הסיבוכיות

במלים אחרות: עליו להוכיח תחתון. 

כי קיימת פוקציה  f n  :המקיימת  

  חסם תחתון

היא  Pרון לפת כל אלגוריתם סיבוכיות

  f n מה חסו, כלומר הסיבוכיות

על ידי  מלמטה f n.  
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  חסם עליון

 Pלפתרון  Al קיים אלגוריתם

היא Alסיבוכיות  המקיים:  O f n

 עלהמה מלמחסו, כלומר הסיבוכיות 

על ידי  f n.  

  שימו לב

כל ת חסם התחתון מתייחס לסיבוכיוה

. החסם העליון Pלחישוב  אלגוריתם

 יחידקיום אלגוריתם מתייחס ל

  .Pלחישוב 
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  בעיות בסיבוכיות ליארית

כעת שתי מחלקות גדולות של ציג 

בעיות חישוביות שהסיבוכיות שלהן 

  יתת לחישוב.

כדי לקבוע סיבוכיות כפי שכבר אמרו: 

 חסם תחתוןעליו להוכיח  Pשל בעיה, 

על סיבוכיות כל האלגוריתמים לפתרון 

P .  

כאשר קיים אלגוריתם ליארי, הוכחה 

  איה קשה. כזאת
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  סיבוכיות בעית המיזוג -  15. דוגמא

סיבוכיות בעיית המיזוג של שי 

 m-ו nמערכים ממויים  בגודל 

בהתאמה, היא  mn .  

  הוכחה

כבר ראיו כי קיים אלגוריתם מיזוג 

שהסיבוכיות שלו היא  mn .  

כדי להוכיח את המשפט, עליו 

ם אלגוריתם מיזוג ילא קילהראות כי 

mn- שהסיבוכיות שלו מוכה מ .  

כל אלגוריתם מיזוג יוצר את מאחר ש

mnגדלו  וקטור הפלט   ובע המשפט

  מיידית.

   מש"ל                       
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  סיבוכיות בעית הסכום -  2.4דוגמא 

סיבוכיות בעיית סכום האיברים 

, היא nבמערך בגודל  n.  

  הוכחה

ברור שקיים אלגוריתם לחישוב סכום 

מיזוג שהסיבוכיות שלו היא  n.  

כדי להוכיח את המשפט, עליו 

לגוריתם מיזוג לא קיים אלהראות כי 

  .n- שהסיבוכיות שלו מוכה מ

סכום חייב כל אלגוריתם מאחר ש

גדלו שלבחון את כל אברי מערך הקלט 

n .ובע מיידית המשפט  

  מש"ל                       

המשפט הבא מכליל את שתי הדוגמאות 

  שהבאו:
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  3.4 משפט

  בעיה חישובית.  Pתהי 

, כך n קיים קלט בגודל n אם לכל. 1

או  ,n שהפלט המתאים הוא בגודל

בגודל  n הסיבוכיות של כל ,

 , היאPאלגוריתם לפתרון   n.  

, nIקיים קלט  טבעי nאם אם לכל . 2

nIn ||  כך שכל אלגוריתם לפתרון ,P 

הסיבוכיות של , nI-ב חייב לבחון כל איבר

 , היאPכל אלגוריתם לפתרון   n.   

  הוכחה

  לקורא.ההוכחה מיידית ושארת כתרגיל 
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 מחלקות של בעיות בסיבוכיות ליארית

קימות אם כן, שתי מחלקות גדולות של 

  בעיות בסיבוכיות ליארית:

מחלקת הבעיות שקיים אלגוריתם  .1

ליארי לפתרון, ואשר יוצרות פלט 

שגדלו הוא  n לדוגמא: בעיית .

 המיזוג.

מחלקת הבעיות שקיים אלגוריתם  .2

לפתרון, וכל אלגוריתם דרש ליארי 

לבחון את כל הקלט. לדוגמא: בעיית 

 הסכום.
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  חסם תחתון לסיבוכיות בעיית המיון

מה המעמד של בעיות שהאלגוריתם 

הטוב ביותר המוכר לו הוא סופר 

  ליארי (כלומר יותר מליארי)?

בדרך כלל, הוכחת חסמים תחתוים 

  לבעיות כאלה היא קשה ביותר.

כי עד כה, לא הצלחו די אם ציין 

לקבוע את הסיבוכיות של רוב הבעיות 

החישוביות, שהאלגוריתם הטוב ביותר 

  ליארי.ה-המוכר לפתרון הוא סופר

מודל עץ בהרצאה זו, כיר את 

כדי לקבוע את שימוש בו, הההחלטה, ו

סיבוכיות בעיית המיון מבוסס 

  ההשוואות. 
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  סיבוכיות בעיית המיון

ון. לכל מופע בגודל תבון בבעיית המי

n גודל הפלט הוא ,n  ולכן, סיבוכיות

הזמן של בעיית המיון היא  n .  

בעבר, האלגוריתם הטוב ביותר הידוע 

) Bubble Sortלמיון היה מיון בועות (

 שזמן הריצה שלו הוא 2n .  

בזמן זה, הידע האושי בדבר סיבוכיות 

  המיון היה:בעיית 

  

  

במלים אחרות: פער אי הוודאות 

לבין  nבושא סיבוכיות מיון היה בין 

n2  .    

   2מיון סיבוכיות nn  
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  סיבוכיות בעיית המיון

פער אי הוודאות המוזכר לעיל סגר על 

  ידי שתי ההתפתחויות הבאות:

פותחו אלגוריתמי מיון יעילים יותר,  .1

-Merge(כגון מיון בעזרת מיזוג 

Sortהיא הם ) שהסיבוכיות של

 nn log . 

חסם תחתון  וכיחבהרצאה זו  .2

 "חסם תורת האיפורמציה"הקרוי 

של  nn log  על סיבוכיות הזמן

של אלגוריתמי מיון מבוססי 

השוואות (זהו סוג מסוים  של 

  אלגוריתמי מיון). 

ה ). כתוצאtight(הדוקים אלו חסמים 

 ססמבו סיבוכיות בעיית המיוןקבל: 

היא  השוואות nn log.  
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  הערות

לאורך כל ההרצאה יח כי כל  .1

 איברי מערך הקלט הם בדלים.

רק עבור  תופסהחסם  .2

  אלגוריתמים מבוססי השוואות.

מוכיח כי כל הריצות  איוהחסם  .3

nnהן באורך  log לדוגמא: מיון .

בועות עבור קובץ ממוין יתבצע 

 בזמן ליארי.

 
  פתח את ההרצאה במספר הגדרות:
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   איברים n מעל תמורה: 4.4הגדרה 

  איברים שהם המספרים n  וקטור ובו

1,2, …,n .מסודרים בסדר שרירותי  

  

  n תמורות מעלחבורת ה: 5.4הגדרה 

   איברים

איברים,  n קבוצת כל התמורות מעל

כלומר קבוצת כל הוקטורים 

בסדר  n ,…,1,2  שאיבריהם הם

ידוע כי  . nSקבוצה זו מכוה כלשהו. 

!|| nSn .  
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   :6.4הגדרה 

אלגוריתם כלשהו המקבל  Al  יהי .1

היא  Al-ב השוואה. Aכקלט מערך 

הביטוי    jAiA  כי משווים ,

תוצאת  .שיים מאיברי מערך הקלט

 .F או Tההשוואה יכולה להיות 

אפשר כמובן להפוך את סדר  :1הערה 

כלומר לכתוב  הביטוי   jAiA  .  

הביטוי  :2הערה   0A i   ו מוגדראי

כהשוואה, כי משווים איבר ממערך 

  הקלט עם קבוע מספרי.

   

  פרופ' עמוס ישראלי - 5אלגוריתמים א' הרצאה 
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
245

   :4.7הגדרה 

שאיבריו מספרים  nבגודל  Aמערך 

   Aאם  לתמורה  שקולשלמים הוא 

  שומרים על אותם יחסי גודל. -ו

 התמורה המייצגתקראת  התמורה 

  .A את המערך

   לדוגמא:

 1,2,3שקול לתמורה  7,8,9המערך 

  .2,1,3שקול למערך  30,20,40והמערך 
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 אלגוריתמי מיון מבוססי השוואות

  :4.8הגדרה 

 מבוסס השוואותמיון הוא  אלגוריתם

אם כל אחת מהחלטות הבקרה שלו 

מתקבלת אך ורק על ידי ביצוע 

 השוואה.

  הערה

כל אלגוריתמי המיון שלמדו עד כה 

 הם מבוססי השוואות.

  שימו לב

חישוב של אלגוריתם מבוסס כל 

אך ורק על פי תוצאות השוואות קבע 

כל אלגוריתם כזה, לכן , של השוואה

 מערכיםמתהג באופן זהה על כל ה

   .השקולים לתמורה מסוימת
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תכוות אלגוריתמי מיון מבוססי 

  השוואות

  9.4 משפט

, תהייה nS     שתי תמורות

אלגוריתם מיון  Alשרירותיות ויהי 

,...,תהי מבוסס השוואות כלשהו.  21 cc

),...',' 21 cc (סדרת השוואות  .בהתאמה

 עם (  עם  Alבחישוב  המתבצעות 
  אזי . בהתאמה)

1לא ייתכן כי   .1 1,..., ' ,..., 'n nc c c c ,

וגם כל תוצאות ההשוואות בשתי 

 הסדרות זהות.

, המקיים 0iם אידקס מיימלי קיי .2

ש 
00

'ii cc   אך תוצאות ההשוואות

  הללו מוגדות. 
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  1הוכחת 

הוא אלגוריתם מבוסס  Al -מאחר ש

השוואות, כל החלטות הבקרה של 

תלויות אך ורק  Alהאלגוריתם 

   .Al בהשוואות הערכות על ידי

אם זהות וההשוואות סדרות אם שתי 

כל זהות, אזי  ההשוואות תוצאותכל 

פעולות האלגוריתם בשי החישובים 

 ,iלכל  זה מתקיים: זהות. במקרה 

1 i n  ,האיברים  i   

-ו i לאותו מקום בפלט. מגיעים 

 Al -מפי שאפשרות זאת לא תיתכן ו

  אלגוריתם מיון.הוא 

כדי להבין את המסקה האחרוה טוב 

  יותר תבון בדוגמא הבאה:
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  דוגמא

  אם לדוגמא תון

1  5  4  6  2  8  3  ...   

                  

1  5  7  6  2  8  3  ...   

  

 אז לאחר המיון קבל

1  2  3  4      ...  out  

                

1  2  3  7      ...  out  

  

וזאת סתירה כי הפלט  out   ואי

  ממוין.
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  2הוכחת 

אלגוריתם מבוסס הוא  Al-מאחר ש

השוואות, סדרת צעדי האלגוריתם, עד 

לביצוע ההשוואה הראשוה זהה עבור 

  כל תמורה עליה האלגוריתם מופעל. 

i ,1לכל  i n  אם מתקיים  

1 1,..., ' ,..., 'i ic c c c  אז כל החלטות

הבקרה שיתקבלו לפי ההשוואה 

הבאה, זהות בשי הביצועים וממכאן 

1ובע כי גם  1'i ic c .  

, לא ייתכן כי 1לפי סעיף 

1 1,..., ' ,..., 'n nc c c c  וגם כל התשובות

לשתי הסדרות זהות. מכאן ובע כי 

, 0iקיימת השוואה, יח באיקס 
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המקיימת 
0 0

'i ic c אך התשובה ,

 להשוואה זו שוה בשתי הסדרות.

  מש"ל  

.  
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  טההחל ץע

בטרם יגש להוכחת החסם התחתון 

עליו להכיר מבה תוים תיאורטי 

או  איברים nלמיון  עץ החלטהבשם 

  . איברים n -עץ מיון לבקיצור 

  להלן גדיר עץ מיון בשי שלבים.
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   : עץ מסומן10.4הגדרה 

אחד הוא עץ בירי אשר כל  עץ מסומן

  כדלהלן: מן הצמתים שלו מסומן

  ימי בעץ מסומןכל צומת פ

בהשוואה בין שים מאיברי תמורת 

 הקלט.

  שתי הקשתות היוצאות מצומת

ימי כזה מסומב אחתהת ופ-T 

 . F-והשיה ב

  כל עלה בעץ מסומן על ידי תמורה

nS .  סמן את המסלול להלן

סומן משורש העץ ועד לעלה המ

  .בשם  בתמורה 
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  מסלול תקין : 11.4ה הגדר

 תקיןקרא   T בעץ מסומן  מסלול

(מאמתת) כל  מספקת  אם התמורה

   .-אחת מן ההשוואות ב

  ץ החלטה : ע12.4ה הגדר

הוא עץ  ,איברים n עץ החלטה למיון

המקיים את הדרישות  T מסומן

  הבאות:

 עלים.  n! יש בדיוק T בעץ .1

nSכל תמורה  .2   תעלה מסמ

 .Tבעץ   יחיד

 Tהמסלולים בעץ   n! - כל אחד מ .3

  .  תקיןהוא 
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  3Sדוגמא: עץ החלטה עבור 

 iaבעץ שלפיו יש להתייחס לסימון 
כאילו כתוב  iA.  

  
;  

 
  
  
  
  
  
  

 
  
  

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

          
 
 
 

  

  איברים 3: עץ החלטה למיון 4.1איור 

בטרם תמשיכו בקריאה, ודאו שכל 
  .תקיים הם  Tהמסלולים בעץ  
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  הערות

עץ החלטה איו אלגוריתם מיון. זהו  .1

 מודל תיאורטי בלבד. 
לעץ החלטה כאל פשר להתייחס א .2

 .אלגוריתם לזיהוי תמורת הקלט
איברים אמור  n -כל עץ החלטה ל  .3

לזהות כל אחת מתמורות הקלט. 

, מתבצע על ידי  זיהוי תמורה

 .מעבר על המסלול 
מאחר שמספר תמורות הקלט  .4

, לכל עץ n!האפשריות הוא 

 n!איברים, יש  nהחלטה למיון 
 עלים.

, שכל איבריו Vבהתן וקטור  .5

עץ המיון מזהה את  בדלים

   .V התמורה המייצגת את
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אלגוריתמים יבוכיות סחסם תחתון ל

  מיון מבוססי השוואות ל

הסיבוכיות של כל להלן וכיח כי 

אלגוריתם מיון מבוסס השוואות היא 

 nn log כלומר הסיבוכיות חסומה ,

nnמלמטה על ידי  log .  

במלים פחות מדויקות אפשר לומר כי 

סיבוכיות בעית המיון מבוסס 

ההשוואות היא  nn log.  
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  סקירת הוכחת החסם

החסם תתקבל על ידי הוכחת הוכחת 

  הטעות הבאות:

  כל אלגוריתם מבוסס : 1טעה 

  , nAlאיברים,   nהשוואות למיון    

  איברים,  n -עץ החלטה ל משרה   

  
nAlT   ובו!n .עלים   

  , nAl סיבוכיות האלגוריתם: 2טעה 

  גדולה או שווה מעומק העץ   

 המושרה  
nAlT .  

  הגובה של כל עץ החלטה : 3טעה 

איברים הוא  nלמיון    nn log .  
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  ביית עץ המיון המושרה

, מתווה 1ההוכחה הפורמלית לטעה 

  אלגוריתם לבית עץ החלטה. 

  Bal , שיכוה להלןאלגוריתם הבייה

Bal  מקבל כקלט, אלגוריתם מיון

ובוה את עץ  nAlמבוסס השוואות 

ההחלטה 
nAlT.  

  שימו לב: 

אלגוריתם הביה, מקבל כקלט  .1

  אלגוריתם מיון. 

עץ ההחלטה המושרה, מבה  .2

תלוי באלגוריתם המיון המשרה 

  אותו. 
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  Bal אלגוריתםהתאור 

אלגוריתם מבוסס השוואות קלט: 

  .nAl -איברים  nלמיון 

 -איברים  nעץ החלטה למיון פלט: 

nAlT.  

  בוה את Bal אלגוריתם
nAlT תוך כדי ,

 nהתמורות של  n!על כל  nAl הרצת

  איברים. 

  

nSלכל תמורה   ,אלגוריתםה Bal 

אחר  מעקבעל ידי   הבייה בוה את

  . על הקלט nAlביצוע האלגוריתם 
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 עץ מיון המושרה על ידי מיוןדוגמא: 

  בועות לשלושה איברים

 ת פעולתו, דגים אBal בטרם ציג את

על ידי ביית עץ המיון 
3BST,  המושרה

  על ידי מיון בועות, בגרסה הראשוה, 

  איברים: 3-ל

 

  

  

  

  

  

  

  

  איברים 3- : מיון בועות ל4.2איור 

BubbleSort 3,A  

   for 3Lim  downto 2  
      for 1j  to 1Lim   

          if ( ]1[][  jAjA ) 
                      1, jAjASwap  

       end for 
   end for 
end 
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 העץ המושרה
 

 
  

  

  

  

  

  

  

  

 
: עץ ההחלטה המושרה על 4.3איור 

  איברים 3- ידי אלגוריתם מיון בועות ל
  

 א בדקו שכל המסלולים הם תקיים.

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

   

 

 

 

 

 

 
  n n 
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לביית  Bal אלגוריתםתיאור     

 nAעוקב אחר חישוב  Balאלגוריתם 

, לפי הקודות  המפורטות  על הקלט

  להלן:

כל הרצה, ללא תלות בתמורת  .1

, פתחת בהשוואת זוג הקלט, 

. השוואה זו מסמת את  מאיברי

שורש העץ 
nAT  .  

לאחר ביצוע ההשוואה  .2

עוקב  Bal הראשוה, אלגוריתם

על ידי בחירת הקשת  אחרי 

המתאימה לתשובה שהתקבלה 

, )(התלויה ב  על  nAבחישוב 

 כדלהלן:
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ת, בחרת אם ההשוואה מתקיימ

 -; אם לאy-הקשת המסומת ב

  .-nבחרת הקשת המסומת ב

אם קשת שבחרה, איה מופיעה  .3

ב
nAT אלגוריתם ,Bal  מוסיף אותה

ל
nAT ייתוממשיך בב   כאשר כל

מבצע,  nA-השוואה וספת ש

 . תורמת צומת וסף ל 

,  על nAבסיום הרצת  .4

מוסיף עלה ומסמו  Bal אלגוריתם

  .על ידי 

  (הערה חשובה) שימו לב

כל ההשוואות עשות בין איברי 

תמורת הקלט ולא מתחשבים 

האיברים העשים במהלך בחילופי 

  ביצוע האלגוריתם.
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   4.4משפט 

בוה עץ השוואה למיון  Balאלגוריתם 

n .איברים  

  הוכחה

מפעיל את האלגוריתם  Balאלגוריתם 

אחת  nS-על כל התמורות ב nAשבקלט 

, 4.3במשפט  1אחרי השיה. לפי סעיף 

כל הפעלה כזו פתחת בביצוע השוואה 

בתמורת הקלט. מסוימת, ללא תלות 

ההשוואה הזאת היא כמובן ההשוואה 

המופיעה בשורש העץ הבה. מהגדרת 

Bal  הובע כי כל התמורה הראשו

, בוה מסלול תקין nAשעליה מופעל 

על תמורה  nAכי עד לביצוע בעץ. יח 
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בה עץ שכל  Bal אלגוריתם, כלשהי 

במשפט  2מסלוליו תקיים. לפי סעיף 

, לכל מופעל על  nAכאשר  4.3

עד כה,  nA, עליה הפעל תמורה 

, מבצע המסלול הבה בעץ עבור 

, השוואה אחת הכלולה בביצוע עם 

אך תוצאת ההשוואה שוה. מכאן ובע 

שוה מכל  כי המסלול הבה עבור 

   אחד מן המסלולים שבו בעץ עד כה.

כתוצאה מכך, המסלול הבה עבור 
הוא תקין וסך הכל אלגוריתם הביה 

  מסלולים כלומר: !nבוה בדיוק 

להלן  העץ הבה הוא עץ השוואה.

 -כה את עץ ההשוואה הזה ב
nAT.  

  מש"ל                  
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  2הוכחת טעה 

  , nAסיבוכיות האלגוריתם : 2טעה 

  העץ גובה גדולה או שווה מ     

המושרה     
nAT .  

מסתמכת על האלגוריתם  ההוכחה

לבית 
nAT : לכל תמורה המסלול ,

   את סדרת השוואות שומר

  .ת במהלך החישוב על והערכ

התמורה המסמת את המסלול  תהי 

הארוך ביותר ב
nAT . מאחר שחישובnA 

, כולל את כל ההשוואות על 

ביחד עם צעדי  לאורך המאוחסות 

 מספר הצעדים בביצוע חישוב וספים, 

nA בריצה עם , גדול או שווה ,

. מכאן: סיבוכיות  מאורכו של

גדולה או  nAהמקרה הגרוע ביותר של 

  מש"ל                         .שווה מ
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  חסימת גובה עץ ההשוואה

הוכחת החסם לסיבוכיות בעיית המיון 

  תושלם על ידי חסימת גובה עץ המיון. 

  משפט

עלים.  nעץ ביארי כלשהו עם  Tיהי 

הוא  Tגבהו של  nlog.  

  הוכחה

הוכחת המשפט מופיעה בספח 

  להרצאה.
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  חסימת גובה העץ (המשך)

  תוצאה

  עלים. !nזכר כי לכל עץ מיון יש בדיוק 

מן המשפט שהוכחו ובע כי גבהו של 

  כל עץ מיון הוא:

 !log n  

  ?logn!מה ערכו של 

  מעידים כיאי השוויוות הבאים 

 nnn log!log   

     !logloglog nnnn n

)2log(log
22

log
2




















 n

nn
n
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  חסימת גובה העץ (המשך)

  ובע: n!לחישוב  Stirlingמוסחת 

n

e

n
n 






! 

 )log(log!log ennn  

nnn 44.1log   
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  סיכום ההוכחה

מבוסס כל אלגוריתם מיון  ,1טעה לפי 

משרה  nAאיברים  nלמיון  השוואות

עץ מיון כלשהו, 
nAT .  

ובע כי גובה העץ המושרה  2טעה מ

nAT הוא חסם תחתון על סיבוכיות ,

המקרה הגרוע ביותר של האלגוריתם 

  . nAהמשרה, 

מן המשפט האחרון שהוכחו, ובע כי 

 n-גבהו המיימלי של עץ מיון ל

  איברים חסום על ידי

   nnn log!log   
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הוכחת חסמים תחתוים בעזרת 

  רדוקציה

סיימו את הוכחת הטעה כי סיבוכיות 

כל אלגוריתם השוואות למיון היא 

 nn log.  

משפט זה מאפשר לו הוכחה של 

חסמים תחתוים רבים בשיטת 

בשיטה זו, אפשר להוכיח  .הרדוקציה

לא קיים , Pכי עבור בעיה חישובית 

 P  לפתרוןמבוסס השוואות אלגוריתם 

nn מבסיבוכיות קטה ממש  log.  

ת שיטת הרדוקציה דגים אבשלב זה, 

הוכחת חסם תחתון על בעיה על ידי 

   :אופיית
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  : בעיית המערך הקמורדוגמה

שמספר  Aהוא מערך  מערך קמור

  איבריו זוגי והם מקיימים:

   1 iAiA      if   2/1 ni   

   1 iAiA      if   nin 12/  

  הבעיה החישובית הבאה: Pתהי 

  שאיבריו יתים  A מערך :קלט

  להשוואה.         

   Aתמורה של איברי המערך  פלט:

  המהווה מערך קמור.         

  

  משפט

מבוסס השוואות לא קיים אלגוריתם 

שהסיבוכיות שלו  Pלפתרון הבעיה 

-מוכה מ nn log.  
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בשיטת  הוכחת החסם התחתון

  הרדוקציה

 nAlכי קיים אלגוריתם  יח בשלילה

איברים  nובו  Aהמקבל כקלט מערך 

בי השוואה ומארגם למערך קמור, 

nAl ,וכי סיבוכיות האלגוריתם  nf 

מקיימת   nnnf log .  

אשר  Stiraאלגוריתם להלן ציג את 

פותר את בעיית המערך הקמור תוך 

  .כשגרת עזר nAlשימוש באלגוריתם 
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  הקוד -  Stiraאלגוריתם 

  

  

  

  

  

  

  

  

  Stira: אלגוריתם 4.4איור 

   

 AStira  

1.  AAlA n  

2. for 12/  ni  to n 

      1 inAiB   

3.    nBnBmerge .12/,2/..1 

4.    Bout  
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  תיאור -  Stiraאלגוריתם 

  מהלך האלגוריתם הוא כדלהלן:

  nAlבתחילה, האלגוריתם מפעיל את 

למערך  Aוהופך את מערך הקלט 

  קמור.

לאחר מכן, המערך הקמור מוסב 

שי  מיזוגלמערך ממוין על ידי 

  למערך ממוין. Aהחצאים של המערך 
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  המשך הוכחת החסם התחתון

ובעת מיידית מתכוות  Stiraכוות 

nAl  ותכוומMerge.  

הוא אלגוריתם   Stiraקל לראות כי 

  מוחה השוואות.

היא  1סיבוכיות שלב  nf  וסיבוכיות

  שאר השלבים היא ליארית.

מכאן ובע כי סיבוכיות האלגוריתם 

 AStira  היא  nnnf log.  

  

הוא   Stiraכעת שים לה לכך ש 

אלגוריתם מיון מבוסס השוואות 

  שהסיבוכיות שלו קטה ממש 
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-מ nn log סתירה , וזאת כמובן

 בחלקה לחסם התחתון שהוכחו

  ראשון של ההרצאה. הראשון של ה

  

מש"ל  
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  הקמורסיבוכיות בעיית המערך 

בטרם ציג את שיטת הרדוקציה באופן 

כללי, חסום את סיבוכיות בעיית 

המערך הקמור, על ידי הצגת 

אלגוריתם מבוסס השוואות לפתרון 

nnהבעיה בסיבוכיות  log.  

  משפט

, עבור אלגוריתמים Pסיבוכיות הבעיה 

היא מבוססי השוואות, nn log.  
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  הוכחה

כדי להוכיח את המשפט עליו להציג 

אלגוריתם מבוסס השוואות הפותר את 

הבעיה בסיבוכיות  nn log.  

בהקשר זה, כה לעתים אלגוריתם 

, וזאת ביגוד חסם עליוןכזה בכיוי 

  .החסם התחתוןלהוכחת 
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  החסם העליון: האלגוריתםהוכחת 

1.  AMergeSortA   

2. for 1i  to 2/n   

       iAiB   

3. for 1i  to 2/n  

       12/  inAinB  

4.  Bout  

  

הוא  Bקל לראות כי מערך הפלט 

קמור וכי סיבוכיות האלגוריתם 

המוצג היא  nn log. 
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  שיטת הרדוקציה

כעת ציג את שיטת הרדוקציה באופן 

  כללי. להלן פירוט שלבי השיטה:

 יח כי ברצוו להוכיח כי .1

אלגוריתם מבוסס הסיבוכיות של כל 

 P השוואות לפתרון בעיה חישובית

היא  nn log . 

יח בשלילה כי קיים אלגוריתם  .2

לפתרון , pAlמבוסס השוואות 

בסיבוכיות  Pהבעיה  nf 

המקיימת,   nnnf log. 
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 שיטת הרדוקציה (המשך)

אפשר להשתמש ראה כי  .3

, כדי לקבל pAlבאלגוריתם 

אלגוריתם מיון מבוסס השוואות 

 שהסיבוכיות שלו היא 

 התחתון שהוכחו.סתירה לחסם 

   

 nn log
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  הדרך לקבלת אלגוריתם המיון

אלגוריתם המיון שבו משתמשים 

בשיטת הרדוקציה מתקבל בדרך 

  הבאה:

לקלט לבעיה  sIהסב את הקלט  .1

P ,pI.   
במקרים מסוימים, שלב (הערה: 

 זה מיותר)
על  pAlל את אלגוריתם הפע .2

 .pO פלטוקבל את ה pI הקלט

לפלט  pOהסב את הפלט  .3

 ss IsortO  . 
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  מסקה

אם שלושת השלבים הללו מתבצעים 

מבוססי השוואות אלגוריתמים ב

קטה ממש מ שלהם סיבוכיות שה

nn log -  ו אלגוריתם מיוןקיבל

מבוסס השוואות בסיבוכיות 

  nnnf log  בסתירה למשפט

  שהוכחו.

מכאן אפשר להסיק שהחתו 

איה  nAlהראשוה בדבר קיומו של 

  כוה.

  מש"ל
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  הרדוקציה (המשך)שיטת 

לאור העובדה שאו משתמשים 

כדי להציג  P  באלגוריתם לפתרון

פתרון לבעיית המיון, או אומרים כי 

לבעיית  יתת לרדוקציה Pהבעיה 

  המיון.
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  סיכום

בהרצאה זו, עסקו בסיבוכיות של 

בעיות חישוביות. פתחו בהגדרת מושג 

. הסברו סיבוכיות של בעיה חישובית

כי, ביגוד להוכחת סיבוכיות של 

אלגוריתם, הוכחת סיבוכיות של בעיה 

 חסם תחתוןכרוכה בהוכחת 

כל אלגוריתם אפשרי לסיבוכיות 

   לפתרון הבעיה.

לאחר מכן, הוכחו חסמים פשוטים 

   ליאריות.לסיבוכיות של בעיות 

עיקר ההרצאה הוקדש ליתוח של 

. ותמיון מבוסס השוואסיבוכיות בעית 

במסגרת זו הוכחו כי סיבוכיות בעיה 

זו היא  nn log לסיום ההרצאה .
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פיתחו את שיטת הרדוקציה להוכחת 

חסמים תחתוים לבעיות אחרות. 

הדגמו את שיטת הרדוקציה בעזרת 

הוכחה כי סיבוכיות בעית חישוב 

וקטור קמור היא  nn log.  
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  רייםעצים ביאספח: 

פתח בחזרה על כמה מושגים 

  הקשורים לעצים ביאריים כלליים:

רשומה המכילה תוים  -צומת 

ומחווים אל צמתים אחרים. כל מחוון 

  קשת.לצומת אחרת קרא גם 

יתכו צמתים ללא מידע או  :שימו לב

  ללא מחווים.

מבה תוים המכיל  - עץ ביארי

הוא  rשורש העץ  צמתים וקשתות. 

צומת אליו לא כסת אף קשת. לכל 

צומת בעץ הביארי, למעט השורש יש 

אחד  בים. 0-2יחיד. לכל צומת יש אב 

 שמאליהבים של הצומת יקרא בן 

אם לצומת יש רק בן ימי. והשי בן 

  אחד, הוא יכול להיות שמאלי או ימי.
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  מושגים בעצים ביאריים (המשך)

 מספר הקשתותשל צומת היא רמה 

  במסלול (היחיד) מן השורש אל הצומת.

  צומת שאין לו בים. - עלה

  רמה מכסימלית של עלה. -של עץ  גובה

עץ ביארי בו לכל  - עץ ביארי מלא

  שי בים.צומת שאיו עלה יש 

עץ ביארי מלא בו  -עץ ביארי מאוזן 

  כל העלים מצאים באותה רמה.

עץ ביארי בו  - עץ ביארי כמעט מאוזן

כל הרמות מלאות למעט הרמה 

האחרוה. הרמה האחרוה מלאה 

  משמאל עד לקודה כלשהי.

  כל עץ ביארי מתחלק ל:

תת עץ שמאלי (יתכן שהוא  .1

  ריק).

  תת עץ ימי (יתכן שהוא ריק). .2
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  תכוות עצים ביאריים 

  1טעה 

. אזי hעץ ביארי מאוזן בגובה  1Tיהי 

  מתקיים:

, lמספר הצמתים ברמה  .1

hl ,...,1,0  הואl2.  

הוא  1Tמספר הצמתים ב  .2

12 1 h.  
  

   1הוכחת טעה 

  .lבאידוקציה על   1תחילה וכיח את 

יש צומת יחיד  0ברמה  - 0lבסיס: 

  ואכן מתקיים .

צמתים.  l2יש  lיח כי ברמה צעד: 

 lלכל צומת ברמה  מאוזן, ולכן, 1Tהעץ 
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. מכאן 1lיש בדיוק שי בים, ברמה 

של  1lובע כי מספר הצמתים ברמה 

1T  1222הוא  ll .  

שים לב כי אם  2כדי להוכיח את סעיף 

n  1הוא מספר צמתיT :אזי מתקיים  




 
h

i

hin
0

1 122  
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  2טעה 

עץ ביארי כמעט מאוזן שגבהו  2Tיהי 

h סמן את מספר איברי .2T  ב- n אזי .

n :מקיים  

122 1  hh n  

  מכאן ובע כי:

1log  hnh  

  או

 nh log  

   הוכחה

  מיידית.
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  3טעה 

עלים.  nעץ ביארי כלשהו עם  Tיהי 

הוא  Tגבהו של  nlog.  

  הוכחה

הוא כמעט מאוזן, כוות הטעה  Tאם 

  .2טעה ובעת באופן מיידי מ

איו כמעט מאוזן  Tיח אם כן כי 

וראה כי קיים עץ ביארי כמעט מאוזן 

אשר גבהו קטן או  abTעלים,  nעם 

  . Tשווה מגבהו של העץ 
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  הוכחה (המשך)

  יתקבל בשי שלבים כדלהלן: abTהעץ 

, cTמציאת עץ ביארי מלא,  :1שלב 

עלים, אשר גבהו  nעם  cTh :מקיים  

   cThTh   

מציאת עץ ביארי כמעט : 2שלב 

, אשר גבהו, abTעלים,  nמאוזן, עם 

 abTh :מקיים  

     abc ThThTh   

הוא עץ ביארי כמעט  abTמאחר ש 

עלים, גבהו הוא  nמאוזן עם  nlog 
  ים שצויו.והמשפט ובע מאי השוויו

ותר לו להראות כיצד בצע את 

.2ו  1שלבים 
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  1ביצוע שלב 

מלא, אז  Tימצא כך: אם  cTהעץ 

TTc  אם .T  ןתבו ,ו מלאאי

  בסדרת העצים הביאריים

ck TTTTT  ,...,, 10  

הוא  T ,kTהוא העץ התון  0Tכאשר 

i ,ki, ולכל cTהעץ המלא  1 ,iT 

 vעל ידי מחיקת צומת  1iTמתקבל מ 

, ביחד עם הקשת 1שדרגתו  uv, 

, v, בו של  uהיוצאת ממו. הצומת 

  .v"יתלה" על אביו של 
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  (המשך) 1ביצוע שלב 

שווה  iTבדרך זו, מספר העלים של 

 iTוגבהו של  1iTלמספר העלים של 

 iT. כל עוד 1iTקטן או שווה מגבהו של 

איו מלא, קיים בו צומת שדרגת 

והוא יתן  1היציאה שלו שווה ל 

להסרה ולכן התהליך יעצר רק כאשר 

  גיע לעץ ביארי מלא.
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  2ביצוע שלב 

הוא כמעט  cTימצא כך: אם  abTהעץ 

איו  cTמאוזן, הטעה ובעת מייד. אם 

כמעט מאוזן, תבון בסדרת העצים 

  הביאריים

cmc TTTTT  ,...,, 10  

הוא עץ  mTו cTהוא העץ  0Tכאשר 

  . abTביארי כמעט מאוזן 

i ,miלכל  1 ,iT  1מתקבל מiT  על

  ידי אחד משי השיויים הבאים:

העברת זוג עלים מצומת שמרחקו  .1

), 1l(לכל  lמן השורש הוא 

להיות ביו של עלה אשר מרחקו מן 

  .1lהשורש קטן מ 
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  (המשך)2ביצוע שלב 

העברת עלה מצומת שמרחקו מן  .2

אל צומת שמאלי יותר   lהשורש 

  . lמרחקו מן השורש הוא ש

כל אחד משי שיויים אלה משמר את 

מספר העלים בעץ ואיו מגדיל את 

איו כמעט מאוזן,  iTגובה העץ. כל עוד 

אפשר לבצע לפחות אחד משי 

השיויים המתוארים ולכן, התהליך 

המתואר יעצור רק כאשר גיע לעץ 

  וזן.כמעט מא
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  הוכחה (המשך)

הוא כמעט מאוזן ויש לו  abTמאחר ש 

n  הובע מטע ספח להרצאה ב 2עלים

  הוא  Tכי גבהו של  זו,

 nlog מאחר שגבהו של .T  גדול או

, ובע כי גבהו של abTשווה מגבהו של 

T  הוא nlog .  

  מש"ל                  
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  מיון שאיו מבוסס השואות: 6הרצאה 

 ,ציג אלגוריתמי מיוןבהרצאה זו 

  שאים מבוססי השוואות. 

 האלגוריתמים שציג מתאימים

שייכים למערכי קלט שאיבריהם 

(לדוגמא הטבעיים  mלקבוצה בגודל 

סיבוכיות ). m לבין 1בין 

האלגוריתמים שציג היא  n m .  
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  6.1 דוגמא

יו ר(מערך שאיב ביארי מערךמיון של 

  ).1-ו 0הם אך ורק 

  

1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 

  

  : מערך ביארי2.6איור 

  

  תיאור האלגוריתם

 ים מופיעים במערך. -0ספור כמה  .1

 ים מופיעים במערך.-1ספור כמה  .2

  הפלט.בה את  .3
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  תאור האלגוריתם - מיון מיה 

טבעי (חיובי מספר וכי  הוא  mיח כי 

הם הוא מערך שאיבריו  Aכי ) ושלםו

מים: ימקיה מספרים טבעיים

miA  ][1  

בעזרת  Aממיין את המערך מיון מיה מ

 mובו  Counter שיקרא מויםמערך 

  איברים. 

  שלבים: 3האלגוריתם מתבצע ב 

  . יםמו יתחולא .1

ע סטטיסטיקה מלאה של וציב .2

  הקלט לפי ערכי תחום ההגדרה. 

3. הפלט. ייתב  
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  הקוד - המימיון 
  
  
  

 
  

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  מיון מיה: 6.3לגוריתם א

 ArtCountingSo  
ל מויםותחיא */  */ 

for 1i  to m  0][ iCounter  

ע סטטיסטיקה על הקלטוציב */  */ 

for 1j  to n  

    jAelt   

   [ ]Counter elt    

End for 

/* הפלט ייתב  */ 

1j  

for 1i  to m   

   while 0][ iCounter  

       [ ]outV j i   ;  [ ]Counter i  
   end while 

end for 

 out outV  
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  שימו לב

מיון מיה כולל את ההשוואה 

0][ iCounter. זכור שב מיון מבוסס

השוואות מותרות רק השוואות מן 

הצורה    jAiA  יהמכאן: מין מ .

   שוואות.המיון מבוסס איו 

  להלן וכח את כוות האלגוריתם.
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  4.6טעה 

לאחר ביצוע הלולאה הראשוה  

  0Counter i   לכלi ,mi 1. 

  

  הוכחה 

  מיידית.
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  5.6טעה 

את מספר המופעים של  -inסמן ב

לאחר ביצוע  . A הקלטבמערך  iהערך 

   מתקיים: שתי הלולאות הראשוות

i ,1לכל  .1 i m  ,  iCounetr i n.  

2.  
1 1

m m

i
i i

counter i n n
 

   
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  הוכחה 

 סמן בj
in   את מספר המופעים שלi 

בתת המערך  1...A j אפשר .

להשתמש באידוקציה על המעברים 

כי בסיום בלולאה השיה ולהוכיח 

  :בלולאה מתקיים  j-המעבר ה

i, 1לכל  .1 i m ,  j
icounetr i n .  

2.  
1 1

i

m m
j

i i

counter i n j
 

   . 

nמכיון ש
i in n  ותכוה6.6 טע 

 ובעת. 
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 6.6טעה 

i ,1לכל  i m  ,סמן ב-ij  ערך את

 i-המעבר ה ברגע בו jהמשתה 

(הלולאה השלישיית)  while-לולאת הב

0לצורך זה יח כי . מסתיים 1j  וגם

0-ש 1n .  מתקייםבאותו רגע אזי:  

1. 
1

1
i

i k
k

j n


  

2.    1 1... , ,...,i i ioutV j j n i i i     

3. ij  ים במערךהאיברים הראשו

outV  ת שלמכילים תמורה ממוי

כל איברי מערך הקלט בתחום 

1,2,..., i. 
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  הוכחה

אפשר להוכיח באידוקציה על 

מהלך כי בהמעברים בלולאה הפימית 

בלולאה החיצוית,  i-מעבר הה

  inהלולאה הפימית מבצעת בדיוק 

  פעמים ולאחר סיומה מתקיים:

פעמים  inמופיע בדיוק  iהערך  .1

 .outVבמערך 

  .in-גדל בדיוק ב jערך המשתה  .2

הללו, אפשר בהחת שי הטיעוים 

בטעה  1-3להווכיח את כוות סעיפים 

באידוקציה על המעברים בלולאה  6.6

  החיצוית. 

 מש"ל                  
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   6.7משפט 

) Counting Sortאלגוריתם מיון מיה (

, שערכיו הם Aהמופעל על מערך קלט 

, מחשב m-ל 1מספרים טבעיים בין 

  . Aתמורה ממויית של המערך 

  

  הוכחה

כוות האלגורתם ובעת מיידיית 

  6.6בטעה  3מסעיף 
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  האלגוריתם סיבוכיותיתוח 

להלן וכיח כי סיבוכיות האלגוריתם 

היא  mn .  סיבוכיות החלק

 והחלק השי הןהראשון  m ו- n 
יתוח סיבוכיות החלק  .בהתאמה

  .השלישי מסובך קצת יותר

  פעמים,  mהלולאה החיצוית מתבצעת 

i ,niולכל  1 ,  nicounter 0 .

לכן, בכל מעבר בלולאה החיצוית, 

 n לכל היותרהלולאה הפימית תתבצע 

פעמים, והסיבוכיות חסומה מלמעלה 

על ידי  O n m .  
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  סיבוכיות הלולאה הכפולה

להלן תח סיבוכיות לולאה זו באופן 

  מדויק:

  

  

  

  

  

  

  : הלולאה הכפולה6.8איור 

   

for 1i to m  

   while 0][ iCounter  

       [ ]outV j i ; j  

                               [ ]Counter i    

   end while 

end for 

 out outV  
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  (המשך)סיבוכיות הלולאה הכפולה 

   הוראתבלולאה החיצוית  i-מעבר הב

 בדיוק מתבצעת while-ה

  1iCounter ,מספר הצעדים  ולכן

מתבצעת  while-הכולל שהוראת ה

   הוא

   


m

i

icounter
1

1    

        
1

m

i

counter i m n m


     
 
  

כאן ובע כי סיבוכיות הלולאה מ

היא בדיוק  השלישית  mn .  
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  ?מייה מתי כדאי להשתמש במיון

)log(כל עוד  nnm   עדיף

  .מיהלהשתמש במיון 

  לב:- שימו

אפשר לעות על שאלה זו אך ורק על 

  ידי "השאפת" גודל הקלט לאיסוף.

אם  nnm log  ו לשקול גםעלי

את גודל הזכרון הדרש.
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  )sortucketB( דלייםמיון מוטיבציה ל

 rtCountingSo מיון ספירה אלגוריתם

יים מערך ובו ייכול לשמש כאשר ממ

יח מספרים טבעיים בעלי ערך חסום.  

קלט שאיבריו הם מערך כעת כי תון 

לדוגמה ( רשומות עם כמה שדות

רשומות המתארות סטודטים). 

ברצוו למיין את הרשומות הללו לפי 

אם המפתח  אחד השדות. שהוא מפתח

 חסומיםשערכיו  מספר טבעיהוא 

, או ממוצע ציוים (למשל גיל בשים

עולה הרעיון  ,)מעוגל לערך שלם

  להשתמש במיון ליארי. 
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  )המשך( דלייםמיון מוטיבציה ל

לרוע המזל, אם רוצים לשמור על מלוא 

אין אפשרות המידע הכלול בכל רשומה 

מיון להשתמש במיון מיה. אלגוריתם 

) המתואר להלן Bucket Sort(דליים 

תמש ברעיון זהה, בדרך שוה מש

  במקצת.
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  )Bucketsort( דלייםמיון 

 Counterחליף את המערך הרעיון: 

רשימות מקושרות. כל  m במערך ובו 

 דלייםמבי תוים המכוים 

)buckets("עבור על הקלט ו .שליך "

 דליאל ה iשערכו רשומה עם מפתח כל 

קבל את הפלט . לאחר מעבר זה, i-ה

איברים בכל הר את ורשישעל ידי 

  שאים ריקים. דלייםה
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  בעזרת רשימות מקושרות דלייםמיון 

באלגוריתם זה, כל "דלי" ממומש 

  . רשימה מקושרתבעזרת 

כל הרשומות בעלות מפתחות שווים, 

ברשימה מקושרת אחת.  ותמאוחס  

משתמש אשר אלגוריתם מיון מתקבל 

 .)Pointersאך ורק בהזזת מצביעים (

היא האלגוריתם  סיבוכיות הזמן של

 mn   וסיבוכיות המקום גם היא

 mn .  
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  מבה התוים - מיון דליים 

רשומות מכיל  Aיח כי מערך הקלט, 

וכי או  )מצביעים אל רשומות(או 

רוצים למיין רשומות אלו לפי השדה 

key סמן את ערך השדה .key 

ברשומה  iA  על ידי ikey.  אפשר גם)

לסמו על ידי  keyiA .(  

בשי מערכים של  משתמשהאלגוריתם 

 )Tails(  Tו  ) H )Heads מצביעים, 

. איברים mבכל אחד מהם יש ש

ראשי  mמאחסים  T-ו Hהמערכים 

, כלומר מצביעים אל האיבר רשימות

סופי רשימות,  m-, והראשון ברשימה

  בהתאמה. 
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   מהלך האלגוריתם - מיון דליים 

  מוים תחול: אי1שלב 

i ,1לכל  i m  האלגוריתם מאתחל ,

את המשתים  H i ן- T i ל-null .

 ביצוע סטטיסטיקה על הקלט: 2שלב 

כל  עובר על הקלט ומכיסהאלגוריתם 

 ,jשלו הוא  keyאיבר שערך השדה 

1 j m  , הרשימה שראשה קצה אל

-מאוחסן ב H jבה" בו"ז ,- T j. 

כדי לבצע הכסה זו בזמן שימו לב: 

שאיו תלוי באורך הרשימה, 

משתמשים במצביע  T j  המצביע אל

  הרשימה הזו. קצה

   

  פרופ'  עמוס ישראלי – 6אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
341

  : ביית הפלט3שלב 

לאחר ביצוע שלב הסטטיסטיקה, 

 על ידימתקבל  outV וקטור הפלט

העברת האיברים המאוחסים בכל 

אחת מן הרשימות אל מערך הפלט, 

-החל ב 1H כלה בו- mH.   

  שימו לב

כל פעולות את  אפשר לבצע

 על ידי , למעט ביית הפלט,האלגוריתם

.בלבד פעולות על מצביעים
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  הקוד - מיון דליים 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : מיון דליים9.6לגוריתם א

 ABucketSort  

 /* אתחול רשימות */
for 1j  to m   

      init  jH  and  jT  to empty 

ע סטטיסטיקה על הקלטוציב */  */ 
for 1i  to n  
      insert  iA  to list   ikeyH   

                               using   ikeyT  

/* הפלט ייתב  */ 
1j  

/* הפלט ייתב  */ 
for 1i  to m   
    while list  iH  not empty  
             iHremovejout   

         j  

     end while 
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  הערות

אלגוריתם מיון דליים משתמש  .1

ברעיון זהה לרעיון המוח ביסוד 

 מיון מיה. 

, שמרו את מיון דלייםבקוד  .2

ההערות שהשתמשו בהן בקוד של 

מיון מיה, וזאת לצורך הבלטת 

  שי האלגוריתמים.הדמיון בין 

ההבדל בקוד ובע מן ההבדל  .3

באיברי מערך הקלט ומן הרצון 

לשמור על כל המידע הכלול 

 באיברים אלה. 
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  דלייםתכוות מיון 

  9.6טעה 

לאחר ביצוע שתי הלולאות הראשוות, 

הרשימה  iH  מכילה את כל הרשומות

המקיימות  key j i.  

  הוכחה 

  מיידית.

  10.6טעה 

תמורה ממוית של מכיל  outV המערך

רשימה מערך הפלט. המיון מתבצע 

מקושרת של כל רשומות הקלט. 

לפי סדר עולה של  ןממוי outV  מערךה

  .keyהשדות 

  הוכחה

  מיידית.
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  סיבוכיות

 mn 
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  יציבות של אלגוריתם מיון

מפתח, יש כאשר ממיים רשומות, לפי 

משמעות לשאלה מהו הסדר הפימי 

  בין כל הרשומות בעלות מפתח שווה.

 מה יהיה הסדר בפלט של כל לדוגמא:

  .75הסטודטים שלהם ממוצע ציוים 

בהקשר זה גדיר: אלגוריתם מיון הוא 

של בפלט אם הסדר אלגוריתם יציב 

 זההאיברים בעלי מפתחות שווים, 

   .בקלטלסדרם של אותם איברים 

  שימו לב

כאשר האיברים הממויים הם  

אין משמעות ליציבות המיון.  סקלרים

היציבות מתבטאה כאשר האיברים 

  הממויים הם מבים מורכבים יותר.
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  יציבות אלגוריתמי מיון (המשך)

יותר תבון בבעיה טוב כדי לבין זאת 

  הבאה:

יח כי בידיו קובץ רשומות המיצגות 

המציין שם אשים. בכל קובץ יש שדה 

ושדה וסף המציין גיל והקובץ ממוין 

  לפי השם.

  

  דוגמא

 20 אברהם

 20 דוד

 30 חיים

 20 יצחק 

  30  משה

  18  פחס
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  דוגמא (המשך)

יח וכי או רוצים למיין את הקובץ 

לפי גיל כאשר עבור כל גיל, הקובץ 

  יהיה ממוין לפי השם.

  

  הפלט יהיה:

 18פחס

 20אברהם

 20דוד

 20יצחק 

  30  חיים

  30  משה
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  הסבר

ין את ימם אלגוריתם אשר יאו מחפשי

הקובץ לפי הגיל, כאשר עבור כל 

קבוצת גיל הסדר המקורי בקובץ 

  הקלט ישמר.

אם מיין את הקובץ, לפי הגיל, במיון 

לא יציב, יתכן שבפלט אברהם יופיע 

  אחרי יצחק ודוד. 

שימוש במיון יציב, ישמור את הסדר 

יתי של השמות הפרטיים של האלפב

אשים אם אותו שם משפחה ויבטיח 

את קבלת הפלט הרצוי ללא מאמץ 

  וסף.
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  דלייםמיון  יציבות

תלויה במימוש  דלייםיציבות מיון 

 דליכל במימוש שתיארו, . דלייםה

בה  רשימה מקושרתממומש על ידי 

מאוחסים כל איברי הקלט שלהם 

מפתחות זהים. כדי להשיג יציבות, 

סדר האיברים המאוחסים בכל צריך 

להיות זהה לסדר בו האיברים הללו 

מופיעים במערך הקלט. בדרך זו, הסדר 

יישמר גם בעת ביית מערך הפלט. כדי 

להבטיח את שמירת סדר ההופעה, יש 

להכיס כל איבר לקצה הרשימה 

רת תוך שימוש במצביעים המקוש iT .  

לאחר שהגדרו את מושג היציבות 

  קבל:
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  11.6משפט 

אלגוריתם מיון דליים ממיין רשומות 

בסיבוכיות  יציבבאופן  m n .
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  )Radix Sortמיון שארית (

האלגוריתם האחרון בו דון בהרצאה 

. )Radix Sortמיון שארית (זו הוא 

אלגוריתם זה משמש כאשר תון מערך 

 (גדול מאוד) שאיבריו הם רשומות בות

  ספרות או אותיות).למשל תווים ( kבי 

האלגוריתם כולל לולאה המתבצעת 

, i-פעמים. בסיום המעבר ה kבדיוק 

הספרות   iאיברי המערך ממויים לפי 

  שלהם. משמעותיות הפחות
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  מומלץאלגוריתם איטואיטי שאיו 

 kמערך מספרים בי  יח שהקלט הוא

 ספרות, כגון מערך של מספרי זהות.

   האלגוריתם האיטואיטיבי

מיין קובץ מספרים לפי הספרה  .1

 הראשוההמשמעותית ביותר (

  .משמאל)

 10בשלב השי יש למיין (כל אחד מ .2

 קבצי הבייים שהתקבלו כפלט מן 

  השלב הראשון) לפי הספרה השיה.

i ,kiבשלב ה  .3 1 יש למיין כל ,

110אחד מ  i  יים לפיקבצי הבי

  .i-הספרה ה
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  הבעיתיות באלגוריתם שהוצע

כל שלב במיון זה, אפשר לבצע על ידי 

  .דלייםמיון 

  הבעיה המתגלה במיון זה היא:

במהלך המיון, עליו לזהות את גבולות 

הקבצים, באופן דימי, או  לשמור על 

kmכמות של    ומצביעים שיאורג

  בהיררכיה מסובכת למדי. 

מצב זה, מסבך את התיכות ומגביר 

  מאוד את כמות הבגים הצפויה. 

מתגבר על מיון שארית אלגוריתם 

  .באופן אלגטי זוהבעיה ה
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  הרעיון  -מיון שארית 

במיון לפי הסדר המילוי 

(לכסיקוגרפי), המיקום היחסי של כל 

(כלומר מי מהם  bו  aשי איברים 

מופיע ראשון בקובץ הפלט) קבע לפי 

האות (ספרה) המשמעותית ביותר שבה 

  האיברים שוים זה מזה.

  תכוה זו מוצלת כך: 

, דלייםשל מיון יציבה שתמש בגרסה 

פעמים, בכל  kמיין את הקובץ כולו 

דה ופעם אך ורק לפי הספרות בעמ

לסדר הפוך מסוימת ובסדר 

, כלומר החל בספרת המשמעותיות

היחידות (הראשוה מימין) וכלה 

משמעותית ביותר, האחרוה בספרה ה

  .)הראשוה משמאל( מימין
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  הרעיון (המשך) -מיון שארית 

איטרציות.  k-האלגוריתם יערך ב

עבר הראשון ימויו כל הרשומות במ

הכי פחות משמעותית, לפי הספרה 

במעבר השי כלומר הראשוה מימין. 

כל הרשומות לפי הספרה שוב ימויו 

השיה בסדר המשמעותיות (ספרת 

i ,3וכך לכל , העשרות) i k ,  במעבר

כל הרשומות לפי שוב ימויו  i-ה

  בסדר המשמעותיות.  i-ההספרה 
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  הרעיון (המשך) -מיון שארית 

  בדרך זו, היחס בין כל שי איברים 

a ו-b  קבע אך ורק לפי הספרה

 b-ו a עבורה  המשמעותית ביותר

זה מזה, ללא תלות במיקומם שוים 

  לפי איטרציה זו. 

כל הפעולות האחרות, לא משפיעות 

.b-ו aסי כלל על המצב היח
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   תאור האלגוריתם

  קבוע),  kתווים ( kעבור מפתחות בי 

11,...,, bbb kk   האלגוריתם יעבוד ב- k 

i ,kiאיטרציות. באיטרציה ה  1 ,

, לפי דלייםהקובץ כולו ימוין במיון 

  .i -הספרה ה 

 דלייםשתמש בגרסה יציבה של מיון 

ובכך בטיח כי הסדר היחסי הכון בין 

  המפתחות הממויים ישמר. 
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  הקלט - דוגמא

2534     

1769     

4932     

5136     

6492     

1186     

7293     

8116     

3229     

2478     
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  לאחר האיטרציה הראשוה - דוגמא

  

2534 4932       

1769 6492       

4932 7293       

5136 2534       

6492 5136       

1186 1186       

7293 8116       

8116 2478       

3229 1769    

2478 3229  
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  לאחר האיטרציה השיה - דוגמא

  

2534 4932 8116     

1769 6492 3229   

4932 7293 4932     

5136 2534 2534     

6492 5136 5136     

1186 1186 1769   

7293 8116 2478     

8116 2478 1186     

3229 1769 6492     

2478 3229 7293     
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  לאחר האיטרציה השלישית - דוגמא

 

2534 4932 8116 8116  

1769 6492 3229 5136  

4932 7293 4932 1186 

5136 2534 2534 3229

6492 5136 5136 7293

1186 1186 1769 2478  

7293 8116 2478 6492  

8116 2478 1186 2534  

3229 1769 6492 1769  

2478 3229 7293 4932  
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  לאחר האיטרציה הרביעית - דוגמא

  

2534 4932 8116 8116 1186 

1769 6492 3229 5136 1769 

4932 7293 4932 1186 2478 

5136 2534 5136 3229 2534

6492 5136 2534 7293 3229

1186 1186 1769 2478 4932 

7293 8116 2478 6492 5136 

8116 2478 1186 2534 6492 

3229 1769 6492 1769 7293 

2478 3229 7293 4932 8116 
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  הוכחת כוות

כוות האלגוריתם ובעת מן הטעה 

  הבאה:

  :12.6 טעה

kiאיטרציות  iלאחר  0  איברי

הפחות הספרות  iהמערך ממויים לפי 

  שלהם.משמעותיות 

  הוכחה:

הטעה ובעת מיידית מיציבות כוות 

 המיון. 
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  סיכום

בהרצאה זו, דו במיוים אשר אים 

  מבוססי השוואות.

שתי גרסאות בתחילת ההרצאה הצגו 

  ים והוכחו את כוותן.דלי של מיון

 מיון יציבלאחר מכן, הגדרו מהו 

  והסברו מה התועלת ביציבות.

מיון סיימו את ההרצאה בהצגת 

במיון ) המשתמש Radix Sort( שארית 

  כשגרה. יציב דליים
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  סיכום ושא המיון

ההרצאות האחרוות עסקו  ארבעב

ושאים שלמדו הם:בבעית המיון. ה  

אלגוריתמים פשוטים למיון  .1

בסיבוכיות ריבועית: מיון בחירה 

)Selection Sort ומיון בועות (

)Bubble Sort.( 

) Merge Sortמיון מיזוג ( .2

בסיבוכיות  nn log. 

 Quick Sortמיון מהיר ( .3

בסיבוכיות  2n  ובסיבוכיות

ממוצעת   nn log. 
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  סיכום ושא המיון (המשך)

תורת תחתון (חסם חסם  .4

) בגובה האיפורמציה nn log 
אלגוריתמי מיון סיבוכיות על 

 מבוססי השוואות.

אלגורית מיון ליאריים (שאים  .5

  ) .מבוססי השוואות
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  תכות דימי : 7הרצאה 

              )Dynamic Programming(  

קיימת בעיות חישוביות רבות שיש להן 

אלגוריתם הפרד ופתור בסיבוכיות 

פרדיגמה  היאתכות דימי מעריכית. 

חלק מן יעיל לפתרון המאפשרת 

   הבעיות האלה.

בתחילת ההרצאה ציג בעיה פשוטה 

ופתור אותה תוך שימוש בתכות 

ימי. לאחר מכן ציג את עיקרי ד

  השיטה באופן כללי.
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 1P :17.בעיה 

. חיוביים איברים nובו  Aתון מערך 

מחפשים תת מערך (לא רציף) שסכום 

איבריו מרבי כאשר מכל שי איברים 

מותר לקחת לכל היותר  –סמוכים   

  .1Pשם להלן כה בעיה זו באחד. 

  

  דוגמאות

המבהירות  תבון בדוגמאות הבאות

  :את הבעיה

94 5  6 12 3 

  12                     14            הפתרון:

9 17 6 5 12   9 5 3 13 

  22                          29     הפתרון:
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  מסקות

מספר מהדוגמאות אפשר להסיק 

שאים כלולים האיברים הרצופים 

. המסקה הזו מתבטאת 2בפתרון הוא 

  :בלמה הבאה

  

  2.7 למה

  מתקיים: 1P לבעיה לכל קלט חוקי

כיל לפחות האופטימלי מ הפתרון .1

איבר אחד מכל שלישית איברים 

 .רצופים

מכיל תמיד הפתרון האופטימלי  .2

את  1nA את או  nA אך ,

   .את שיהםכמובן לא 
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  הוכחה

 iיח בשלילה כי קיים אידקס  .1

לא  אופטימליה הפתרוןהמקיים: 

מכיל את  iA , 1iAאת גם , ו

 2iA . תון כימאחר ש  01 iA ,

צרוף אפשר לראות כי  1iA פתרון ל

שסכום  חוקיפתרון , מיב התון

סכום איברי גדול יותר מ איבריו

 סתירה. - הפתרון הקודם

 אם .2 2nA כלל בפתרון כלשהו לא, 

 אז    nAnA ,1max   כלל בפתרון

הזה ואם   1A n   כלל בפתרון, לא

אז  nA .כלל בו   

 מש"ל                                              



  פרופסור עמוס ישראלי – 7 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
364

   S1Pאלגוריתם 

האלגוריתם משתמש בשיטה רקורסיבית 

P1R הקריאה . 1 ,P R A i  מחשבת את

עבור תת המערך  P1פתרון  1...A i  תחת

האילוץ שהאיבר  A i .כלל בפתרון  

 המערך עבורלדוגמה:  3,12,4,6A    

     1 ,3 1 3 7P R A A A  .  
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   A(S1P(אלגוריתם 

 

 

 

  

  

  

   A(S1P( :3.7 לגוריתםא

   

 1P S A    
Out      1 , , 1 , 1Max P R A n P R A n  

-------------------------------------------- 
 1 ,P R A i  

   if     1 || 2i i   return  A i  

   if  3i   return    3 1A A  

   return 

         max 1 , 2 , 1 , 3A i P R A i P R A i     
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  7.4משפט 

השיטה הרקורסיבית  .1 1 ,P R A i 

על תת  P1את פתרון מחשבת 

המערך  1...A i  תחת האילוץ

שהאיבר  A i .שייך לסכום  

פותר כון את  P1Sאלגוריתם  .2

  .P1בעייה 

  

  1ת סעיף הוכח

 . iוכיח את הטעה באידוקציה על 

   )=2,31i,בסיס (

כוות תאי הקצה ובעת ישירות 

   P1Rהשיטה  מהגדרת
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  החה

פותרת את  P1R(A,j)יח כי השיטה 

 של המשפט 1כמתואר בסעיף  P1 בעיה

1לכל  j i ,  וכיח זאת לגביוi.   

  הוכחה

-תון ש A iכלל בסכום . לפי הגדרת

הבעיה,  1A i  .כלל בסכום לא 

האיבר אוובע כי  7.2בלמה  1סעיף מ

 2A i   או 3A i  .ייכלל בסכום  

אחרוה של בשורה ה max-פוקצית ה

 השתרומתפשרות הקוד בוחרת את הא

 מרבית.לסכום 

  מש"ל                
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  2הוכחת סעיף 

מאחר שהפתרון האופטימלי חייב להכיל 

את  1A n   או את A n האלגוריתם ,

מחזיר את     max 1 , 1 , 1 ,P R A n P R A n .  

   

  פרופסור עמוס ישראלי – 7 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
369

  R1Pסיבוכיות 

מתואר באיור  P1Rעץ הקריאות של 

. אפשר לראות כי עץ הקריאות  7.5

/ביארי מאוזן בגובה עץ -תתמכיל  3n   

 PIR: עץ הקריאות של 7.6איור 

n 
2n            3n   

4n       5n     5n      6n   
   ..……………………….…. 

……………………………5 
 n/3…….…………………...3  2
…………………………….. 
………………………….. 
…………………….. 
4……………… 
3.2 
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  P1Sסיבוכיות 

צמתים,  32n/בתת העץ הזה יש (בערך) 

וכל צומת הוא קריאה רקורסיבית, 

מספר הקריאות הרקורסיביות כלומר: 

ן ובע כי , מכאאקספוציאליהוא 

  היא מעריכית. P1Sסיבוכיות 
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  1Pלפתרון  בתכות דימי אלגוריתם

הארגומטים השוים עליהם מופעלת 

, n,...,2,1 הם המספרים P1Rהשיטה 

  .nומספרם הוא בדיוק 

מכאן ובע כי קיים לפחות ארגומט 

מבוצעת עליו   P1Rאחד אשר השיטה 

   מספר מעריכי של פעמים.

שתמש  ליאריכדי להשיג אלגוריתם 

  .)LookUp Tableטבלת מעקב (

גדיר  .nבאורך  B עזר במערךשתמש 

 את  iB ערך המחזר על ידישווה לכ 

 1 ,P R A i חשב את הערך הזה אך ,

ל ללא קריאה 1 ,P R A i.   
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  מערך העזראיברי חישוב 

  קבל:ותאי הקצה שתמש ב

   51 B,   22 B , 3 3 5 8B   .  

כדי לחשב את  B i, 4 i n ,  שים לב

כי לפי ההגדרה,  A i  חייב להיכלל

 ,1P, לפי הגדרת מכאןבסכום. 

 1A i   .כלל בסכום לא 

אחד מבין  7.2 למהב 1לפי סעיף 

האיברים  1A i  , 2A i  או ,

 3A i , מאחר  .יכלל בסכוםחייב לה

-ש 1A i הפתרון , יכול להכלל לא

מכיל או את  2A i   או את 3A i  .

  הסכום המרבי יתקבל על ידי:ו

        max( 3 , 2B i A i B i B i   .  
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   תיכון אלגוריתם בתכות דימיהמשך 

ערך הובע כי  7.1בלמה  2מסעיף 

המחזר הוא     max 1 ,B n B n .  

תובות אלה מיבות את האלגוריתם 

  הבא:

  

  

  

  

  

  

  

  

   D1P :7.7 לגוריתםא
  

P1D(A)  
     11 AB  ;    22 AB  ; 
       313 ABB  ; 
  for 4i  to n   
         B i A i    

                    max 3 , 2B i B i     

  endfor 
  return      1,max nBnB  
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  7.8 דוגמה

  תבון בקלט לדוגמה:

4 8 1 9 6 4 8 3 2 5 

  

   יהיוערכי האיברים במערך העזר 

  

 5 2 3 8 4 6 9 1 8 4  הקלט:

 5 2 8 13 12 19 22 20 30 26 מערך עזר:
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  9.7משפט 

1P האלגוריתם D  מחשב את סכום תת

  רבי בהתאם לדרישות.מערך המה

  הוכחה

ההוכחה זהה להוכחת הכוות של 

1Pאלגוריתם  S.   

  מש"ל                  

  

  7.9הערת צד 

 

  הסיבוכיות

  ליארית.

כמו במקרים רבים של במקרה זה, 

השמורה אלגוריתמים בתכות דימי, 

שווה להגדרת מערך העזר.
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  חישוב תת המערך המרבי

המרבי עצמו  מערךכעת חשב את תת ה

ולא רק את סכום האיברים שלו. 

רשום מחדש את מערך הקלט ואת 

מערך העזר ווסיף להם מערך עזר 

האידקס  רשום את i -באיבר ה. וסף

שהיב את המכסימום בעזרתו חשבו 

את  iB.  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  האידקס:

 5 2 3 8 4 6 9 1 8 4  הקלט:

 5 2 8 13 12 19 22 20 30 26 מערך עזר:

 -  -  1 1 3 4 4 6 7 7  :מקורה
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   חישוב תת המערך המרבי(המשך)

כי הסכום  אפשר לראות  309 B  

התקבל על ידי      979 ABB    

  אם משיך בדרך זו קבל:

           974979 AABABB   
                         ומאחר ש

                 414 AAB    

  קבל

         97419 AAAAB   
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 D1Pבבית  סיכום הצעדים שביצעו

בעזרת השיטה  P1פתרו את  .1

אשר מחשבת  P1Rהרקורסיבית 

רבי עבור מערך המתת הסכום את 

 מערךהתת  iA כאשר תון  ,1:

-ש iA פתרוןשייך ל. 

כאשר  Bהגדרו מערך עזר  .2

   1 ,B i P R A i . 

 חישבו את איברי מערך העזר. .3

את סכום הוקטור המרבי  חישבו .4

 .Aעבור המערך 

דקסים של חישבו את האי .5

 האיברים של תת המערך המרבי.
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מתכון לביית אלגוריתם בתכות 

  דימי 

לפתרון  R הצג שיטה רקורסיבית .1

 הבעיה.

אך  גבוהה מאוד, Rאם סיבוכיות  .2

 R-מספר הארגומטים השוים ש

 מופעלת עליהם, מוך יחסית, אז:

השתמש בטבלת מעקב, חשב את  .3

על הארגומטים השוים  Rערכי 

וללא לת המעקב, בעזרת טב

  .עצמה Rקריאה לשיטה 
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 2P: 10.7בעיה 

. חיוביים איברים nובו  Aתון מערך 

מחפשים את הסכום המרבי אשר 

מכל שי איברים  -אפשר לקבל כאשר 

סמוכים מותר לקחת לכל היותר אחד 

 להלן כה בעיה זו בשםוחצי מן השי. 

P2.  
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  תיכון האלגוריתם

שתמש בתכות דימי. חשב שי 

  וקטורי עזר:

 iB -  הסכום המרבי המקבלים מן

המערך  1...A i  כאשר iA  כלול

  בסכום.

 iC -  הסכום המרבי המקבלים מן

המערך  iA כאשר  1: iA2/1  כלול

   בסכום.
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   D2Pאלגוריתם 

  

  

  

  

  

  תיכון האלגוריתם (המשך)

  

  

  

 D2P: 7.11אלגוריתם 

   

P2D(A)  

     1 1B A ;    1 1/ 2 1C A   

       2 2 1/ 2 1B A A   ;      2 1/ 2 2 1C A A  

    for 4i  to n   
          1B i A i C i    
             1/ 2 max 1 , 1C i A i B i C i      

   end for 
  return     max ,B n C n  
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  27.1 דוגמא

8 9 6  4  8  3  2  5  A

36 29 23.5 17 15.5 9 4.5 5 B

33 28 20.5 17.5 13 7.5 6 2.5 C

  

והפלט הוא      36,max nCnB  
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  ל איברחישוב תרומת כ

ברצוו לדעת האם בסכום  iלכל  

המירבי מופיע  iA  או iA2/1.  

, iוסיף עוד מערך עזר וסמן בו לכל  

ni 3 האם , iC  התקבל מ

 1iB  או מ 1iC .  

 

  

  

8 7 6  5  4  3  2  1   

8 9 6  4  8  3  2  5  A

36 29 23.5 17 15.5 9 4.5 5 B

33 28 20.5 17.5 13 7.5 6 2.5 C

BBC B B C- -  
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  חישוב תרומת כל איבר

במערך הוסף כדי לקבל את שתמש 

  התוצאה:

       
       122/132/14

52/1672/18

AAAA

AAAAout



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  :12.7בעיה 

איברים לוא דווקא  nובו  Aתון מערך 

חיוביים. מחפשים את הסכום המרבי 

מכל שי  -אשר אפשר לקבל כאשר 

איברים סמוכים מותר לקחת לכל 

, כמו כן תון שחייבים היותר אחד

  .לבחור לפחות באיבר אחד מן המערך

  .P3להלן תכוה בעיה זו בשם 
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  תיכון אלגוריתם בתכות דימי

  :P1D -כמו ב  Bעזר גדיר מערך 

 iB -  פתרוןP3 מערך עבור תת ה

 iA  עם האילוץ 1: iA  .כלול בסכום  

קבל:    11 AB  ו-     22 AB .  

מכיל רק  Aמערך ה( P1 ההבדל בין

(יתכן  P3איברים חיוביים) לבין 

מכיל איברים שליליים)  Aשהמערך 

מתבטא בחישוב  3Aאם :    01 A 

וגם   02 Aמתקיים לפי ההגדרה כי , 

   33 AB של  ם. לכן ערכ 3B  ושל

 4B :מתקבל כך  

      0,1max33 AAB   

        0,2,1max44 BBAB  .   
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  (המשך) 7.3בעיה 

2לכל  אפשר לראות כילמעשה  i n  

        0,2,...,1max  iBBiAiB  

כולו, קבל את  Bלאחר חישוב המערך 

ל ידי החזרת האיבר המרבי הפלט ע

  ).. (מקו זאת!Bבמערך 

לרוע המזל, סיבוכיות האלגוריתם 

  .ריבועיתשהתקבל היא 

חשב מערך עזר  כדי להתגבר על כך

  אשר יוגדר כך:  Cוסף

 iC-  המערך פתרון הבעיה עבור

 iA כאשר  1: iA .לא כלול בסכום  

   

  פרופסור עמוס ישראלי – 7 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
390

  בעית התשלום המיימלי -  4.7בעיה 

  תחות תשלום. nתון כביש מהיר ובו 

  בכל תחה התשלום שוה.

מכוית העוברת בכביש צריכה לשלם 

 10לפחות בכל שער שלישי. יח כי יש 

תחות, המכוית יכולה לשלם לפי 

  דרות הבאות:הס

3,6,9 

1,4,7,8 

2,3,5,6,7,10 

2,3,4,7,9,10 

  סדרת התשלום הבאה איה מותרת:

1,4,8,10 

5,6,7כי לא משלמים בשערים מס'  
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  (המשך) בעית התשלום המיימלי

יש להציע אלגוריתם לפתרון הבעיה 

  הבאה:

  איברים,  nעם  payמערך  -קלט 

            ipay  ההוא התשלום בתחi .  

  התשלום המיימלי הדרש  -פלט 

  למעבר הכביש.          

  

  ביית אלגוריתם רקורסיבי

סה לפתור את הבעיה בעזרת 

  . Mpayפרוצדורה רקורסיבית 

niלכל  1 גדיר ,  את iMpay 

כתשלום המיימלי שעליו לשלם 

כאשר ידוע  i ועד תחה 1מס'  מתחה

  .iלו כי עליו לשלם בתחה 
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חישוב רקורסיבי של  iMpay  

  תאי הקצה

  מן ההגדרה ובע באופן מיידי כי:

  ]1[1 payMpay   

  ]2[2 payMpay   

  ]3[2 payMpay   

  .תאי הקצהואלו הם  

  הרקורסיה

niלכל  4  , כדי לחשב את

 iMpay  זכור כיתון ש ו חייביםא

והסכום הוא  iלשלם בתחה  ipay  .  

מהי התחה האחרוה  כעת עליו לברר

. iבה שלם לפי ששלם בתחה 

, בתחה 1iתחה האפשרויות הן: 

2i  ה3או בתחi.  
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יהיה  1iאם בחרו לשלם בתחה 

עליו לשלם עוד  1iMpay.  

יהיה  2iאם בחרו לשלם בתחה 

עליו לשלם עוד  2iMpay.  

יהיה  3iאם בחרו לשלם בתחה 

עליו לשלם עוד  3iMpay.  

כדי להחליט מהי התחה הבאה בה 

קריאות רקורסיביות  3שלם בצע 

ין הערכים וחשב את המיימום ב

  המוחזרים:

   
 
 
 
















3

2
1

min
iMpay

iMpay
iMpay

ipayiMpay
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  החישוב הסופי

כל מכוית שעוברת בכביש חייבת 

או  1nאו בתחה  nלשלם בתחה 

  .  2nבתחה 

תשלם  nמכוית שעוברת בתחה 

לפחות  nMpay.  

תשלם  1nמכוית שעוברת בתחה 

לפחות  1nMpay.  

תשלם  2nמכוית שעוברת בתחה 

לפחות  2nMpay.  

  

  התשלום המיימלי יתקבל על ידי:

 
 
 














2

1min
nMpay

nMpay
nMpay

fpay  
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  הרקורסיבי האלגוריתם 

 

 

 

 

 

 

  : האלגוריתם הרקורסיבי 4.7איור 

  

 iMpay  

   if 1i  or 2i  or 3i  
 return   ipay

 
 
 
 
















3

2
1

min
iMpay

iMpay
iMpay

ipayfpay

return fpay  
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  האלגוריתם הסופי

כאמור, כדי לקבוע את התשלום הסופי 

 3עליו לבחור לשלם באחת מבין 

התחות האחרוות, כפי שמתקבל מן 

  הקוד הבא:

 

  

  

  

  

  

  : האלגוריתם הסופי 7.5איור 

  

  הוכחת כוות

  מיידית.

 paycompute  

   
 

 
 














2

1min
nMpay

nMpay
nMpay

fpay  

return fpay  
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  הסיבוכיות

  תבון בעץ הקריאות הרקורסיביות.

30כל קריאה עם   ni  יבה עץמ

 3מלא (לכל צומת פימי יש טררי 

  בים). 

בעץ זה, אורך המסלולים מן השורש 

  . nלבין  n/3אל העלים הוא בין 

, קבל n/3את העץ בעומק  גזוםאם 

  עלים. 3/3nובו  מאוזןעץ טררי 

  מספר הקריאות הרקורסיביות גדול 

כמו  .אקספוציאליכלומר   3/3nמ 

בדוגמאות הקודמות, הסיבה סיבוכיות 

שיטה זו היא קריאה מרובה ל

  .Mpayהרקורסיבית 

   

  פרופסור עמוס ישראלי – 7 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
398

  אלגוריתם בתכות דימי

כדי להגיע לאלגוריתם ליארי, שתמש 

Mpayדימי: למעשה השיטה  בתכות

  .פרמטרים שוים n בדיוקקראת עם 

  איברים.  nובו  tMpayעזר קצה מערך 

כדי לחשב את   tMpayשתמש במערך

  כדלהלן: Mpayערכי השיטה 

   
   
   

1 1

2 2

3 3

tMpay pay

tMpay pay

tMpay pay







 

כעת חשב את  4tMpay על ידי  

   
 
 
 














3

2

1

min44

tMpay

tMpay

tMpay

paytMpay
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  (המשך) אלגוריתם בתכות דימי

niבאותו אופן לכל  5  בכל פעם

 שיהיו בידיו האיברים 1itMpay ,

 2itMpay  ו-  3itMpay   

וכל לחשב את  itMpay על ידי  

 
 
 
 


















3

2

1

min

itMpay

itMpay

itMpay

ipay  

לאחר מילוי המערך, התוצאה הסופית 

  תוחזר על ידי ביצוע

 
 
  















ntMpay

ntMpay

ntMpay

1

2

min  
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  אלגוריתם בתכות דימי

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
 
 

  : אלגוריתם בתכות דימי 7.6איור 

 DPcompute pay  

   1 1tMpay pay  

   2 2tMpay pay  

   3 3tMpay pay  

for 4i  to n do        

   
 
 
 


















3

2

1

min

itMpay

itMpay

itMpay

ipayitMpay

end for 

fpay

 
 
 

min 1

2

tMpay n

tMpay n

tMpay n

 
  
  

 

return fpay  
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  סיכום ההרצאה

הורדת למשמשת  ות דימיתכשיטת ה

סיבוכיות של אלגוריתמים 

רקורסיביים בהם מתבצע מספר רב של 

קריאות רקורסיביות עם ארגומטים 

  זהים.

 בצע כל קריאה רקורסיבית, אם

לסיבוכיות גבוהה ביותר. תתקבל 

, בצע את הקריאות במקום זאת

, באופן הקרורסיביות אחת אחר השיה

  .שיטתי

רון תת בעיה בכל פעם שסיים פת

כלשהי, אחסן את הפתרון כך שיהיה 

  זמין לשימוש חוזר ככל שיידרש.
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 אלגוריתמים תיכון -ההרצאה  סיכום

  בשיטת התכות הדימי

מציגים אלגוריתם רקורסיבי  .1

  לפתרון הבעיה. 

האלגוריתם סיבוכיות מגלים כי  .2

 , על אףיא גבוהההרקורסיבי ה

מספר צרופי הפרמטרים ש

 .מוך יחסיתהאפשריים הוא 

סיבוכיות הסיבה לכי מגלים  .3

קריאות חוזרות גבוהה היא ביצוע ה

 עם וקטור פרמטרים זהה.

מגדירים מערך עזר המיועד לאחסון  .4

הערכים המחושבים על ידי השיטה 

 הרקורסיבית. 
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בשיטת  תיכון אלגוריתמים

 התכות הדימי (המשך)

מחשבים את הערכים המוחזרים על  .5

ת החל ידי השיטה הרקורסיבי

בתאי הקצה. מאחסים במערך 

העזר כל אחד מן הערכים 

המחושבים, ומשתמשים בערכים 

של שאר  Bottom Upאלה לחישוב 

 הערכים.

כתוצאה מקבלים אלגוריתם  .6

 כוותאת איטרטיבי. מוכיחים 

האלגוריתם כאשר השמורה תעיד 

על שויון הערכים במערך העזר 

לערכי השיטה הרקורסיבית 

   המקורית.
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  גיליםתר

 השלימו את הוכחת הכוות. .1
האלגוריתם כך קוד השלימו את  .2

שיחשב את האידקסים של 

האיברים מהם מתקבל תת 

 הוקטור המירבי.
הציעו דרך וספת לחישוב  .3

האיברים מהם מתקבל תת 

המערך המרבי, ללא שימוש 

 במערך עזר.
הציעו אלגוריתם לפתרון הבעיה  .4

 nובו  Aהבאה: תון מערך 
איברים חיוביים. מחפשים תת 

מערך (לא רציף) שסכום איבריו 

כאשר מכל שי איברים  מיימלי

חייבים לקחת לפחות  -סמוכים 

 אחד. 
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P2 
 הוכיחו את כוות האלגוריתם. .1

השלימו את האלגוריתם כך  .2

שיחשב את תרומתו של כל איבר 

 של מערך הקלט.

לחישוב תרומת  הציעו אלגוריתם .3

כל איבר ללא שימוש במערך עזר 

 וסף.

הציעו אלגוריתם לפתרון בעיה  .4

 תוך שימוש במערך עזר יחיד.  7.2
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P3 
  תרגילים

 כתבו קוד דמה לאלגוריתם .1

 בהתאם לקווים המוצעים.

הציעו אלגוריתם ליארי לפתרון  .2

 .7.3בעיה 

הציעו דרך לחישוב האיברים  .3

 המופיעים בפתרון.

ללא האילוץ  2ה פתרו את בעי .4

  שכל האיברים חיוביים.

5.  
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תת הסדרה : חישוב 8הרצאה 

  המשותפת הארוכה ביותר

  בעיית  פתור את רצאה זובה

   מכסימליתתת הסדרה המשותפת ה

)Longest Common Subsequence (

  להלן תיאור הבעיה: .LCSאו 

  

  8.1בעיה 

  קלט

  Y-ו X תוים שתי סדרות

  פלט

רכה שא Y-לו  X-לתת סדרה משותפת 

  מכסימלי. 

  שימו לב

  יתכו מספר תת סדרות מכסימליות .
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  סימון

 סמן את תת הסדרה המשותפת ב

 YXLCS , .  

  2.8 דוגמא

 , , , , , , , , , , , ,X a c d b a e d b c a e b h 
      

 

 , , , , , , , , , , , ,Y c a b c e a b h d a c d h  
      

 

תת הסדרה המרבית הראשוה היא 

LCS1  ת על ידי ... מתחתוהיא מסומ

  לכל תו בתת הסדרה.

קבל את  e-ב aאם חליף את התו 

LCS2 .  

   1 , , , , , , ,LCS X Y c a b c a b h  

   2 , , , , , , ,LCS X Y c a b c e b h  
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  8.3שאלה למחשבה 

  

   

י התווים האם אפשר לצרף את ש

   האלה לאחת מתת הסדרות?
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  :8.4הגדרה 

תהי  .1 nxxX ,...,1 .סדרה 

X ,niשל  i-ה הרישא 0 ,

היא תת הסדרה  1,..., ix x סמן .

 ii xxX ,...,1 .  

היא הסדרה  הסדרה הריקה .2

 שאיה מכילה אפילו תו אחד.

 .סמן את הסדרה הריקה ב 

 

 

  

  5.8שאלה למחשבה 

  

  

   כמה סדרות ריקות קיימות?
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   רקורסיבי אלגוריתםהכות ל

באלגוריתם  הלמות הבאות ישמשו שתי

שפתח  LCSהרקורסיבי לחישוב 

  בהמשך.

  תאי קצה -  6.8למה  

סדרה  Y-ו ,היא הסדרה הריקה Xאם 

 כלשהי אז

   , ,LCS Y LCS Y      

  וכחהה

האורך של תת הסדרה המכסימלית 

לאורך כל אחת מן קטן או שוה 

   הסדרות.
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  ור הקלטקיצ :7.8למה 

תהייה  nxxX ,...,1   

-ו myyY ,...,1 .סדרות  

mnאם  yx  אזי ,

    nmn xYXLCSYXLCS 11,,   

, שווה Xאם התו האחרון של : כלומר

של  LCSכל  , אזי Yלתו האחרון של 

X ו-Y למתקבלת על ידי שרשור ש   

תת הסדרות המשותפות אחת מ

1nXהארוכות ביותר של   1-וmY   עם

  .nx תו המשותףה
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   דוגמא

 fdbcaX ,,,,   

 fadcbY ,,,,   

 
   fdcfYXLCS

YXLCS

,,,

,

44 



  

  

  7.8ת למה הוכח

תהי  kzzZ ,...,1  ,תת סדרה מרבית

כלומר תת סדרה משותפת שאיה 

יח . Yושל  Xיתת להארכה, של 

nkבשלילה כי   xz  במצב זה, ברור .

nxZכי    היא תת סדרה משותפת של

X  ושלY -  ו כיחתסתירה להZ 

  .איה יתת להארכה

 מש"ל       
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  )2: קיצור הקלט (8.8למה 

mnסדרות. אם  Y-וXיהיו  yx  אזי ,  

 ,LCS X Y  

   1, | ,m nLCS X Y LCS X Y  

אפשר להוריד תו אחד מן  :כלומר

הקצה הימי של אחת הסדרות, בלי 

  .LCS-ב לפגוע

  

   



  עמוס ישראליפרופסור  – 8 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
418

  דוגמא

 fgdbcX ,,,,  

 gdcbY ,,,  

אפשר להוריד את התו האחרון מן 

  ולקבל Xרה הסד

 
   4

,

, , ,

LCS X Y

LCS X Y c d g




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  וכחהה

אם התו האחרון באחת הסדרות 

, הוא חייב להיות LCS-משתתף ב

. במקום LCS-במקום האחרון של ה

זה יכול להיות תו אחד בלבד. לכן, 

אפשר להוריד את התו האחרון בסדרה 

  ה.השי

אם שי התווים האחרוים אים 

, בוודאי אפשר LCS-משתתפים ב

  להוריד כל אחד מהם. 

  מש"ל                  
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אלגוריתם רקורסיבי לחישוב אורך 

LCS 

, אפשר Y-וXבהתן שתי סדרות 

לחשב ישירות את תת הסדרה 

מסתבר כי קל יותר המכסימלית אולם, 

לחשב תחילה את האורך של תת 

הסדרה הזו ורק לאחר מכן לחשב את 

  תת הסדרה המכסימלית עצמה.

את להלן ציג  ji YXL : אלגוריתם ,

של  LCS-רקורסיבי לחישוב אורך ה

. האלגוריתם משתמש jY-ו iXהרישות 

  . 8.6-8.8בלמות 
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  קוד האלגוריתם

 

 LCS: 8.9אלגוריתם 

  

ובעת מיידית  כוות האלגוריתם

  .8.6-8.8מלמות 

 

 ji YXL ,   

     if  0i   return 0 
     if  0j   return 0 

     if  i jx y   

        return   1, 11  ji YXL  

  else return 
        11 ,,,max  jiji YXLYXL  

end 
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  סיבוכיות האלגוריתם

תלויה במספר  סיבוכיות האלגוריתם

הקריאות הרקורסיביות. במקרה 

הגרוע ביותר, בו כל אותיות הקלט 

יתם, שוות זו מזו, כל קריאה לאלגור

עם קלטים שאים ריקים ואשר סכום 

, מבצעת שתי קריאות  nאורכיהם 

רקורסיביות עם קלטים שסכום 

  ולכן: 1nאורכיהם הוא 

    cnTnT  12  

היא  Tבמקרה זה, הסיבוכיות של 

    אקספוציאלית. 
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  8.10ה שאלה למחשב

האם יתכן שכל אותיות הקלט יהיו 

   שוות זו מזו?
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   אלגוריתם בתכות דימי

הן שתי סדרות שארכן , Y-ו  Xיח כי

n ו-m . מספר צרופי הפרמטרים

ה סדרה, כולל Lהשוים לפרוצדורה 

 הוא בדיוק הריקה,   11  nm  

ו האלגוריתם שציג משתמש במערך ד

מסדר  TLממדי    11  nm  אשר

1האידקסים שלו הם  n1-, ו m 

בסיום האלגוריתם קבל  .בהתאמה

   , ,i jTL i j L X Y כלומר האיבר ,

 ,TL i j  של תת האורך יכיל את

 .jYושל  iXהסדרה המכסימלית של 

יחושבו ללא קריאה  ערכי המערך

   .Lלאלגוריתם 

  עמוס ישראליפרופסור  – 8 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
425

  תאור האלגוריתם בתכות דימי

האלגוריתם מאפס את השורה תחילה, 

 TLמערךשל ה 0-ואת העמודה ה 0-ה

של  LCSלאורך  ותמטריצה המתאימ

  שתי סדרות שאחת מהן ריקה.

לאחר מכן, האלגוריתם מחשב את 

, שורה אחר שורה, תוך ערךאיברי המ

ם שימוש בוסחת הסיגה מן האלגורית

הרקורסיבי, ובערכי המטריצה שחושבו 

  כבר. 

  עם סיום האלגוריתם מתקיים:

     mnTLYXLYXLCS mn ,,|,| 
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  האלגוריתםקוד 

  LDP: 11.8אלגוריתם 

 YXDPL ,
for 0i  to m do   00, iTL  
for 1j  to n do   0,0 jTL  
for 1i  to m  
   for 1j  to n  
       if  i jx y   
              , 1, 1 1TL i j TL i j     
       else  
           jiTL ,                   
                  1,,,1max  jiTjiT  
       endif    
   end 
end 
return  mnTL ,  
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  דוגמא

תבון בדוגמא שהצגו בתחילת 

  ההרצאה:

 , , , , , , , , , , , ,X a c d b a e d b c a e b h 
      

 

 , , , , , , , , , , , ,Y c a b c e a b h d a c d h  
      

 

 

עבור  TLלהלן, בה את המערך 

  הדוגמא הזו. 
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 8.12 דוגמא

  c a b c e a  b f  d a c d f

               
a               
c               
d               
b               
b               
e               
d               
b               
c               
a               
e               
b               
f               
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  )המשך( 8.12 דוגמא

  c a  b c e a  b f  d  a  c d f

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a  0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
c 0 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
d  0 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3
b 0 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
b 0 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4
e 0 1 2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4
d  0 1 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 5 5
b 0 1 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5
c 0 1 2 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
a  0 1 2 3 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5
e 0 1 2 3 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5
b 0 1 2 3 4 5 5 6 6 6 6 6 6 6
f  0 1 2 3 4 5 5 6 7 7 7 7 7 7
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 - חישוב תת הסדרה המכסימלית 

  TL תכוות המערך

לאחר שסיימו את ביצוע האלגוריתם, 

אורך תת הסדרה המכסימלית מצא 

באיבר  mnTL ,  .  

תת פתח אלגוריתם לחישוב כעת 

   עצמה. הסדרה המכסימלית

  שים לב כי:  

הפרש הערכים בין כל שי תאים  .1

 . 1או  0וכים הוא סמ

הערך באיבר ה .2 jiTL מחושב  ,

כפוקציה של האיברים  1, jiTL ,

 jiTL ,1, ו- 1,1  jiTL . 
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  תאור האלגוריתם

להלן מוצגות את חמש התצורות 

האפשריות לקבוצות בות ארבעה 

  .TLתאים סמוכים במערך

או מיחים כי האיבר הימי בשורה  

התחתוה הוא  jiTL ,   

-ו  kjiTL , כמתואר בטבלה ,

  הבאה:

  

 jiTL ,1  1,1  jiTL

  kjiTL , 1, jiTL 

של  התצורה :13.8איור  jiTL ,  
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   4-1תצורות 

הערך , 1-4תצורות בכל אחת מ

  kjiTL , יכול היה להתקבל מאחד ,

  תוספת תו  האיברים הסמוכים, ללא

  .LCSל 

  4-1תצורות  :13.8איור  

  

k k   k  1k 

k k   k  k  

  2תצורה                       1תצורה 

k 1k  1k 1k 

k 1k  k  k  

  4תצורה                       3תצורה 
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   5תצורה 

הערך  5תצורה ב  kjiTL , תקבל מ

על ידי זיהוי תו משותף  אך ורק

לערך  1פת ותוס 1,1  jiTL.  

  

1k  1k  

k  1k  

  5 התצור :41.8איור 
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 –תת הסדרה המכסימלית חילוץ 

  האלגוריתםתיאור 

כדי לבות את תת הסדרה המשותפת 

  מבצעים סיור המכסימלית, 

מ  ,TL n m  ל א 0,0TL במהלך .

הסיור בוים את תת הסדרה 

המשותפת המכסימלית, מן הסוף אל 

  . ההתחלה
  לפי תחילת הסיור מאתחלים:

   nmij ,,   

LCS  

הזוג  ,i j   קרא .מיקום האלגוריתם

ם מיקון הבכל צעד בסיור, עוברים מ

 ,i j  אחד האיברים הסמוכים. אל  
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  )המשך( אלגוריתםהתיאור 

-מ המעבר ,i j  ,אל המיקום הבא

אם זוהי  תלוי בתצורה של איבר זה:

ם אלגורית, ה1-3אחת מן התצורות 

 לא עובר 1,i j.  

 ורעב, אפשר ל1-2בתצורות שימו לב: 

הן אל  1,i j והן אל  , 1i j  . מצב

יש יותר  jY-ול iX-לזה קורה, כאשר 

אל המעבר  יחידה. LCS-מ 1,i j, 

קובע את תת הסדרה שהאלגוריתם 

אל עבר מ. בוה , 1i j  יב תת סדרה י

  .אחרתמשותפת מכסימלית 
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אלגוריתם לחישוב תת הסדרה 

  צעד (המשך) -המכסימלית 

  אם ,i j מיקום , ה4תצורה ב הוא

הבא הוא  , 1i j  .  

בכל המקרים שתוארו עד כה, הערך של 

 jiTL , התקבל מאיבר שכן, ללא ,

  תוספת תו לתת הסדרה המכסימלית.

 אם לעומת זאת ,i j  5בתצורה הוא ,  

הוא  הבאהמיקום  1, 1i j .  

jiתקיים מבמקרה זה,  yx   ותוך כדי

 אלהמעבר  1, 1i j   האלגוריתם

לתת הסדרה המשותפת את התו מוסיף 

ל ידי ביצוע ע ixהמשותף 

LCSxLCS i  .  
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  הקוד

 LCS  חילוץ :8.15 אלגוריתם

 TLLCSExtract _  
   LCS ;    mnji ,,   
   while    1,1, ji  do 
     if     jiTLjiTL ,1,    
                           jiji ,1,   
     elseif      , , 1TL i j TL i j    
        1,,  jiji  
     else  

       (    jiTLjiTL ,1,    and   

                  1,,  jiTLjiTL ) 
               LCSxLCS i   
          1,1,  jiji  
     endif 
   endwhile 
end 
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  סיכום

 וצג אלגוריתם יעילהבהרצאה זו, 

תת הסדרה המכסימלית לפתרון בעית 

  .תוך שימוש בתכות דימי
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מכפלת  -תכות דימי : 9הרצאה 

                מטריצות בשרשרת

מכפלת בהרצאה זו, ציג את בעיית 

וציג אלגוריתם  מטריצות בשרשרת

  לפתרוה.

האלגוריתם מהווה הדגמה וספת של 

   .תכות דימי

  פרופ' עמוס ישראלי – 9 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
451

  מכפלת מטריצות בשרשרת

ות. יח כי יצמטר 2M-ו  1Mהתהי

(מספר השורות ומספר  1Mממדי 

-(סמן זאת ב 1y-ו 1x העמודות) הם

 11, yx  2), וממדיM  22 , yx .  

21 אם xy   1אזM 2-וM  ותית

2112סמן  להכפלה. MMM  .  

הם  12Mמימדי  1 2,x y . את סמן

-האיבר ה ji,  12שלM ב-ijm. 





2

1

x

k
kjikij bam  

kjb  ,21-ו ikaכאשר  xk   הם איברי

   1M-ב j-והעמודה ה  i-השורה ה

   .2M-וב
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מספר פעולות הכפל הסקאלריות 

  הדרשות לחישוב המכפלה

פעולות כפל  2xדרשות  ijmלחישוב 

סקאלריות. מאחר שמספר אברי 

1הוא  12Mהמטריצה  2x y  קבל כי

מספר פעולות הכפל הדרשות לחישוב 

M  221הוא yxx.   

ספר פעולות החיבור הסקלארי מ

את  זיח הדרשות דומה. לכן, מעתה

דון אך ורק במספר פעולות החיבור ו

 פעולות הכפל הסקלארי הדרשות

  לביצוע המכפלה.
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מספר פעולות הכפל הסקאלריות 

  הדרשות לחישוב המכפלה (המשך)

יח כעת כי ברצוו לחשב מכפלה של 

321שלוש מטריצות  MMM  

שמימדיהן הן  11, yx , 22 , yx ,  

-ו 33, yx בהתאמה.  

מספר את פעולות כפל המטריצות 

משמאל לימין, מספר הפעולה 

  .2ומספר השיה הוא  1הראשוה הוא 

ולכן  אסוציאטיביכפל מטריצות הוא 

באפשרותו לבצע את הכפל בשי 

, שוים(סדרי פעולות)  זימוים

  :כמפורט בשקף הבא
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מספר פעולות הכפל הסקאלריות 

  הדרשות לחישוב המכפלה (המשך)

הזימון  .1 2,1  מסמן את סדר

המכפלות   321 MMM  - 

  במקרה זה מספר הפעולות יהיה:

 3231331221 yxxxyxxyxx   

הזימון  .2 1,2 את סדר  מסמן

המכפלות  321 MMM  - 

  במקרה זה מספר הפעולות יהיה: 

 1332321332 xxyxyxxyxx   
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  הדגמת זימון

בטרם גדיר את הבעיה חישובית באופן 

  פורמלי, דגים מהו זימון:

  יח כי5n כלומר  

5432115 MMMMMM  

תבון בזימון  2,3,1,4 .  

זימון זה מכתיב כי פעולת הכפל 

54הראשוה שתתבצע היא  MM .  

  לאחר ביצוע פעולה זו ישאר עם:

 4532115 MMMMM   

  אפשר לציין זאת על ידי:

 15 1 2 3 4 5M M M M M M     .  

  ישאר עםו 1פעולה מס'  כעת בצע את

4531215 MMMM   
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  ן (המשך)הדגמת זימו

  אפשר לציין זאת על ידי:

 15 1 2 3 4 5M M M M M M     

453 3פעולה מס'  כעת בצע את MM  

351215 ושאר עם MMM  .  

וקבל  2לבסוף בצע את פעולה מס' 

  .15M, את התוצאה הסופית

סדר ביצוע הפעולות המוכתב על ידי 

  :הזימון הוא

    15 1 2 3 4 5M M M M M M      

קראת  2בזימון זה, פעולה מס' 

הפעולה או  הפעולה הראשית

  האחרוה.
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  אופטימלי מכפלות זימון 

בהתן שלישית מטריצות יתות 

קימים שי זימוים אפשריים להכפלה, 

לביצוע המכפלה:  1,2, ו-  2,1. 

לחשב את עלות שי הזימוים  אפשר

ולבחור את הזימון הדורש ביצוע פחות 

, כמתואר כפל סקאלריות פעולות

   .9.1בדוגמה 

 
  9.1דוגמה 

 יח כי רוצים להכפיל3  מטריצות

שמימדיהן הם:   nyx ,1, 11 ,

   ,1,, 22 nyx ו ,-   nyx ,1, 33   

  9.2כמתואר באיור 
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 איור 9.2: מכפלת מטריצות

אם כפיל את המטריצות בדוגמה לפי 

זימון  2,1 , מספר פעולות הכפל

. לעומת n2 הוא הסקלריות הדרש

זאת, אם בצע את כפל המטריצות לפי 

הזימון  1,2 , מספר פעולות הכפל

  .22n הסקלריות הדרשות הוא

  
  
  

   ............

.

.

.

.

........... 



















  

  

    1M        2M         3M  
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 להכפיל שלוש מטריצות תבקשאם 

אפשר לחשב את עלות שי  תוות,

  הזימוים ולהחליט בייהם.

זימון  חישובדון בבעיית בעבור כעת ל

  אופטימלי עבור מספר מטריצות גדול. 

   

  פרופ' עמוס ישראלי – 9 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
460

  הגדרה פורמלית של הבעיה

  הקלט

n  זוגות של מספרים טבעיים

   nn yxyx ,,...,, 11.לכל 11  ni ,

 ii yx  iMהוא זוג מימדי המטריצה ,

11ולכל   ni  1מתקיים ii xy .  

המטריצות עצמן אין חלק שימו לב: 

  מן הקלט.

   הפלט

מספר פעולות הכפל הסקאלריות  .1

  המיימלי הדרש לחישוב המכפלה

nMMM  ...1  

זימון פעולות כפל המטריצות  .2

מספר הפעולות  המיב את

   מיימליה
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: האלגוריתם הישיר (בדיקת 1יסיון 

  כל האפשרויות)

  יםסימו

njiלכל  .1 1  סמן  

jiij MMM  ... 

11לכל  .2  ni  מספרה של

   .iיהיה  1iMלבין  iMהפעולה בין 

פעולות כפל מטריצות,  n-1מאחר שיש 

תמורה  מהווה) 2הזימון (פלט מס' 

  . 1nSמתוך 
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  האלגוריתם הישיר

האלגוריתם הישיר עובר על כל אחד מן 

הזימוים, מחשב את עלותו (מספר 

המכפלות הסקאלריות) של כל זימון 

ר את הזימון בעל העלות ובוח

  המיימלית.

  

  סיבוכיות האלגוריתם הישיר

מאחר שכל זימון הוא תמורה מתוך 

1nS ברור כי מס' האפשרויות הוא ,

   nn 2! 1  .פסלת ואפשרות זו  
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  : אלגוריתם הפרד ופתור2יסיון 

זוג מספרים  לכל ji, ,i j ,סמן   

-ב jimc את מספר פעולות הכפל  ,

  . ijMהמיימלי הדרש כדי לחשב את 

כעת פתח אלגוריתם רקורסיבי 

לחישוב  jimc . האלגוריתם מבוסס ,

  על שתי הלמות הבאות:

  3.9למה 

njiלכל  1תקיים:, מ  

1 .0),( iimc .  

2 .  111,  iii yxxiimc .  

  הוכחה

ובע מיידית מהגדרת  1סעיף כוות 

 jimc בתחילת  כחהו 2 סעיף. ,

  מש"ל                     ההרצאה.
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  אלגוריתם הפרד ופתור (המשך)

משוואה הלמה הבאה מציבה 

כדי לחשב את רקורסיבית  jimc ,:  

  

  4.9למה 

njiלכל  1:מתקיים ,  

1אם  ij  אז  

1min),( 
 j

ikjimc             

    ),1(, 1 jki yxxjkmckimc   

  (*).-להלן סמן את המשוואה הזו ב
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  הוכחה

11, טבעימס'  kיהי   jk . יח כי

היא  ijMפעולה הראשית בחישוב ה

, כלומר החישוב ראה kפעולה מס' 

  כך:

jkikij MMM ,1  

בתאים אלה, מס' פעולות הכפל 

  הוא:המיימלי הדרש לחישוב 

  1, ( 1, ) i k jmc i k mc k j x x y    

מאחר שאיו יכולים לחש מהי 

לבדוק את כל  עליו ראשיתהפעולה  ה

       אפשרויות. ה

  מש"ל                  
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   תכוות הוסחה (*)

   שים לב כי:

 kאם ערך המיימום התקבל עבור  .1

הפעולה היא  kאזי ובע כי פעולה 

בזימון  )אחרוהראשית (הה

  אופטימלי.

פעולות הכפל המיימלי של מספר ה .2

 nהדרש להכפלת כל  הסקאלריות

המטריצות הוא כמובן  nmc ,1.  

  

  פרופ' עמוס ישראלי – 9 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
467

  הקוד –הרקורסיבי  האלגוריתם

  

  

  

  

  

  

  

  

חישוב  -  5.9אלגוריתם  ,mc i j 

  

  כוות האלגוריתם

. תאי האלגוריתם הוא פשוט ביותר

והרקורסיה  9.3הקצה ובעים מלמה 

  .9.4למה ישירות  על מבוססת 

 jimc ,  

     if  j i  return 0  

     if  1 1j    return jji yxx   

       
 kimcMC j

ik ,{min 1  
                },1 1 jki yxxjkmc   

return MC  

end 
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  םהאלגורית סיבוכיות

כדי לחסום את מלמטה את סיבוכיות 

תבון בעץ הקריאות  האלגוריתם,

היציאה  דרגתזה, עץ הרקורסיביות: ב

(מספר הקריאות הרקורסיביות) של כל 

צומת, עה בין  12 n  (עבור השורש)

אורך כל עף ו(ברמה התחתוה)  2לבין 

1n-גדול מ .  

ת כי מספר הצמתים בעץ גדול קל לראו

ומכאן ובע כי  2n-(בהרבה מאוד) מ

סיבוכיות האלגוריתם היא מעריכית 

  (אקספוציאלית)

וכיחים כי סיבוכיות או מ 1בספח 

האלגוריתם חסומה מלמטה על ידי 
12 n.  

  גם שיטה זו בזבזית מדי.מסקה: 
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  תכות דימי: 3יסיון 

  כדי לפתח אלגוריתם יעיל עליו למצוא 

  את הגורם לבזבוז בשיטה הקודמת:

  אם פתח את המשוואות 

  הרקורסיביות שלבים וספים, ראה כי 

ישם זוגות מספרים  lk,  כך ש  

 lkmc כראה  מחושב פעמים רבות ,

  .9.6בדוגמה 

   



  פרופ' עמוס ישראלי – 9 אלגוריתמים א' הרצאה
  
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
470

  6.9דוגמה 

חשב את כדי ל 5,1mc  יש למצוא את

  המיימום בין:

    5215,21,1 yxxmcmc   

    5315,32,1 yxxmcmc   

    5415,43,1 yxxmcmc   

    5515,54,1 yxxmcmc   

כדי לחשב את  5,2mc  יש למצוא את

  המיימום בין:

    5325,32,2 yxxmcmc   

    5425,43,2 yxxmcmc   

    5525,54,2 yxxmcmc   
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  )המשך( 6.9דוגמה 

כבר כאן או רואים כי בדרך זו או 

מחשבים את  5,3mc  ואת 5,4mc 

  פעמיים.

אם משיך בדוגמא, הכפילות תלך 

ותגדל וזמן הריצה יגיע לפוקציה 

מעריכית.
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  תכות דימי

שים לה כי לכל אחד משי הארגומטים 

באלגוריתם הרקורסיבי  ,mc i j  יש

ערכים מותרים. מכאן ובע כי  nבדיוק 

מספר צרופי הארגומטים האפשריים 

כדי להמע מחזרה מיותרת על . 2nהוא 

שמור את התוצאה של חישובי בייים, 

 Lookup( בטבלת מעקבכל חישוב 

Table( 2 בגודלn.    

בכל . Tסמן את טבלת המעקב באות 

פעם שחשב את  lkmc  l-ו kעבור  ,
   כלשהם, אחסן את הערך שחישבו

-ב ,T k l  .  

, כאשר דרש לערך זה בפעם הבאה

שלוף אותו מן הטבלה במקום לחשבו 

  מחדש.
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  תכות דימי (המשך)

למעשה האלגוריתם יתקדם על ידי 

חישוב  jimc עבור זוגות  , ji, 

ijשמרחקם ההדדי,    ,גדל והולך

  כדלקמן:

, על ידי חשב באופן ישיר :0 שלב

אלכסון  את 1' שימוש בתאי קצה מס

   (האלכסון הראשי): 0

   1,1 ,..., ,T T n n  

, על ידי חשב באופן ישיר :1שלב 

אלכסון  את  2שימוש בתאי קצה מס' 

   (האלכסון מעל האלכסון הראשי): 1

   1,2 ,..., 1,T T n n  
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  תכות דימי (המשך)

השתמש בוסחה  :2שלב  * 

 כדי לחשב את 1-ו 0ים שלבובתוצאות 

  :2אלכסון 

   1,3 ,..., 2,T T n n  

השתמש בוסחה  :iשלב  * 

כדי  1i עד  0ים ובתוצאות שלב

 :iסון כאל לחשב את

   1, 1 , ..., ,T i T n i n   

מחשבים את  2n בשלב 1, 1T n  

ואת  2,T n.  

מחשבים את  1n בשלב 1,T n.  

i ,0לב בש שימו לב: i n , מחשבים 

n i ברים. אי  
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  תכות דימי (המשך)

, מתקבל מערך 9.6כפי שמודגם באיור 

עמודות. חישוב  n-שורות ו nובו 

האלכסון כך:  הערכים במערך מתבצע

 ואחריומתמלא ראשון הראשי 

  האלכסוים מעל הראשי בזה אחר זה.

     
     

    
   

1,1 1,2 ........................................ 1, 1 1,

2,2 2,3 ............................... 2, 1 2,

3,3 ................................ 3, 1 3,

4,4 ...................................... 4,

..............

n n

n n

n n

n







  

..........................................................

........................................................................

............................................ 1, 1 1,

..............

n n n n  

 ...................................................... ,n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  T: הטבלה 7.9איור 
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  Tלחישוב הטבלה  Dmcאלגוריתם 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
 
 
 

 
 

 אלגוריתם 9.8 – חישוב טבלת המעקב

 1 1, ,.... ,n nDmc x y x y  
for 1i  to n  
                          \\   0אלכסון חישוב 
           , 0T i i   
for 1i  to 1n  
                            \\   1אלכסון חישוב 
              111,  iii yxxiiT  

for 2l   to 1n   
               \\ 2 1l n    ,l אלכסון חישוב   
      for 1i  to n l  
         lij   
            1, min {j

k iT i j T i k
    

                         jki yxxjkT 1,1   

     end for 
end for 

 Out T  
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  סיבוכיות האלגוריתם

  טעה

היא  Dmcסיבוכיות האלגוריתם 

 3n.  

  הוכחה

כדי להוכיח זאת חסום את זמן 

מלמעלה  Tשל המערך  החישוב

  ומלמטה.

זמן החישוב של הזימון  לב:- שימו

האופטימלי הוא ליארי ואיו משה 

  את סיבוכיות האלגוריתם.
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  חסימה הסיבוכיות מלמעלה 

 ערךלמעשה או מחשבים כאן איברי מ

nריבועי מסדר  n חישוב איברי .

, מתבצע בעזרת 0-, השוים ממערךה

הוסחה  * .  

בוסחה זו, או מוצאים את המיימום 

איברים ולכן מספר  nבין לכל היותר 

הצעדים לחישוב כל איבר הוא  nO .

מכאן, מספר הצעדים הכללי הוא לכל 

  היותר:

  

   32 nOnnO   
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  חסימה הסיבוכיות מלמטה

במחצית  0-איברים השוים ממספר ה

  הוא: Tערך של המ עליוהה

 
 2

המשולש גובההבסיס אורך

2

1

22
n

nn

















  

אפשר גם לחשב מספר זה במדויק 

  כדלהלן:

/12בשורה  n   2יש/n  איברים0  

/22בשורה  n  12יש/ n  איברים

0 

… 

  0יש איבר יחיד   1בשורה 
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  חסימה הסיבוכיות מלמטה (המשך)

לפי וסחת הסכום של טור חשבוי, 

  0-מס' האיברים הכולל השוה מ

  הוא: Tמערך ה העליוה של במחצית

482
1

2
1

2

2 nnnn 





   

 n/2חישוב כל איבר כזה דורש לפחות 

פעולות כלומר  n  פעולות (חישוב

) 2/nמיימום של מספר איברים 

הוא    ומכאן מספר הפעולות הכולל

 3n.  
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  חישוב הזימון האופטימלי

, ידוע לו כי T בלהלאחר חישוב הט

המספר המיימלי של מכפלות 

סקלריות הדרש לחישוב המטריצה 

1 ... nM M M    מאוחסן  

-ב 1,T n סביר מהי התוספת כעת .

הדרשת לחישוב הזימון האופטימלי 

1לכל עצמו:  i j n    סמן את

אופטימלי  הפעולה האחרוה בזימון

-ב ijMלחישוב  ,LastOp i j להלן .

את הערכים  Tציג בטבלה  ,mc i j 

ביחד עם  ,LastOp i j 
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  דוגמא –זימון מכפלת מטריצות 

 ,Tחישוב הטבלה  להלן דגים את

על בצירוף חישוב הפעולה האחרוה, 

  קלט הבא:ה

  (7,5),(4,7),(8,4),(3,8),(7,3)קלט:

  

  (האלכסון הראשי) 0חישוב אלכסון 

. 0אלכסון הראשי הם בערכי האיברים 

ערכי האיברים באלכסון הראשון מעל 

האלכסון הראשי, מחושבים ישירות 

  מתאי הקצה השי. 

  

   1,1 ,..., 5,5 0T T   
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  1חישוב אלכסון 

בחישוב  1חשב את הערכים באלכסון 

ישיר, בעזרת תאי הקצה המופיע 

 וכך קבל: ,9.2בלמה  1בסעיף 

 1,2 7 5 8 280T      

 2,3 3 8 4 96T      

 3,4 8 4 7 224T      

 4,5 4 7 5 140T      

  

i ,1מן ההגדרה ברור כי לכל  1i n   ,

  :ייםמתק

  , 1LastOp i i i  . 
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  (המשך) 1חישוב אלכסון 

 לאחר Tמציג את הטבלה  9.3איור 

האות , כאשר 1-ו 0אלכסוים חישוב 

 .ת איבר שטרם הגדרמסמ  

 
 

 
  























4140|0|||

|3224|0||

||296|0|

|||1168|0

  

לאחר חישוב  T : הטבלה3.9איור 

  1- ו 0אלכסוים 

  גדר.ומסמת איבר שטרם ה האות 
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  2חישוב אלכסון 

 .2מס' אלכסון עבור כעת לחישוב 

מעל האלכסון השי (האלכסון 

  :)הראשי

  min{3,1 mc  

     ,3,2)1,1( 321 yxxmcmc   

      }3,3)2,1( 331 yxxmcmc  

  1802240168,84960min   
המיימום מתקבל עבור האיבר 

הראשון והפעולה הראשית היא פעולה 

  ן האופטימלי הוא. הזימו1מס' 

  32113 MMMM   
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  (המשך) 2חישוב אלכסון 

  באופן דומה:

  min{4,2 mc  

    ,4,3)2,2( 432 yxxmcmc   

     }4,4)3,2( 442 yxxmcmc  

  18084096,1682240min   
 3הפעולה הראשית היא פעולה מס' 

  והזימון האופטימלי הוא 

  43224 MMMM   
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 2חישוב אלכסון  5,3mc 

  min{5,3 mc  

    ,5,4)3,3( 543 yxxmcmc   

     }5,5)4,3( 553 yxxmcmc  

  3002800224,1601400min   
, 3הפעולה הראשית היא פעולה מס' 

  הזימון האופטימלי הוא ו

 54335 MMMM   

   
   

   
  
























4140|0|||

3300|3224|0||

|3180|296|0|

||1180|1168|0

  

לאחר חישוב  Tטבלה ה: 9.4איור 

   2אלכסון 
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  3חישוב אלכסון 

  min{4,1 mc  

    ,4,2)1,1( 421 yxxmcmc   

    ,4,3)2,1( 431 yxxmcmc   

     }4,4)3,1( 441 yxxmcmc  

,392224168,1471800min{   

          327}1960180   

, 1הפעולה הראשית היא פעולה מס' 

  הוא  14Mהזימון האופטימלי לחישוב 

24114 MMM   
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  (המשך) 3חישוב אלכסון 

ישוב משיך בח 5,2mc 

  min{5,2 mc  

    ,5,3)2,2( 532 yxxmcmc   

    ,5,4)3,2( 542 yxxmcmc   

     }5,5)4,2( 552 yxxmcmc  

,6014096,1203000min{   

            285}1050180   

  . 4פעולה מס'  הפעולה הראשית היא

 הזימון האופטימלי הוא: 

25 24 5M M M   
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   4לכסון חישוב א

בחישוב  מערךסיים את חישוב ה

האיבר היחיד  וובאלכסון הרביעי ה

mc(1,5)  :   

  min{5,1 mc  

    ,5,2)1,1( 521 yxxmcmc   

    ,5,3)2,1( 531 yxxmcmc   

    ,5,4)3,1( 541 yxxmcmc    

     }5,5)4,1( 551 yxxmcmc  

,280295168,1052850min{ 
390}2450327,140135180   

 1 הפעולה הראשית היא פעולה מספר

  הוא Mוהזימון האופטימלי לחישוב 

251 MMM   
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  דוגמאסיכום ה

  כך: ההסופי רא ערךהמ

       
     

   
  























4140|0|||

3300|3224|0||

4285|3180|296|0|

1390|1327|1180|1168|0

  

  בסיום החישוב  Tטבלה ה: 9.5איור 

  

  עלות הזימון האופטימלי מופיעה 

-ב 1,5T  

 פטימלי.כעת עבור לחישוב הזימון האו
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  אופטימליחישוב הזימון ה

-סמן את הזימון האופטימלי ב

OptSched בתחילת החישוב מתקיים .

OptSched   ן בתבו כעת- 1,5T 

  וקבל:

  1,5 1LastOp    

כלומר הזימון האופטימלי לחישוב 

15M  :ראה כך15 1 25M M M . 

 ומכאן .,.,.,1OptSched  .  

כדי להמשיך בחישוב הזימון 

-האופטימלי תבון כעת ב 2,5T 

כי  מצאו 2,5 285mc    וכי

 2,5 4LastOp    
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 שך)(המ אופטימליזימון ההחישוב 

מכאן ובע כי  .,., 4,1OptSched  

  הזימון האופטימלי יהיה:ו

 524115 MMMM   

  .3ו  2ותר לו לתזמן את פעולות 

-תבון ב כעת 2,4T  גלה כיו

 2,4 180mc    וכי

 2,4 3LastOp  . ובע כי מכאן  

 .,3,4,1OptSched .  ובע כי מכאן

  הזימון האופטימלי יהיה:

  5423115 MMMMM   

 2ברור כי הפעולה הראשוה תהיה 

  ולכן הזימון האופטימלי הסופי יהיה:

 2,3,4,1OptSched .  
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   (המשך) אופטימליזימון ההחישוב 

סה לוודא זאת על ידי חישוב עלות 

   הוא: קלטזימון זה באופן ישיר. ה

(7,3),(3,8),(8,4),(4,7),(7,5)  

  חשב וקבל:

 442332 yxxyxx  

 521552 yxxyxx  

 743483  

390537573   

  כפי שציפיו.
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  זימוים שקולים

יח כי עבור ערכי קלט מסוימים 

  מתקבל זימון הפעולות הבא:

 4,1,2,3OptSched   

מקרה זה, הפעולה הראשית ב

אשר  3המתבצעת היא פעולה מס' 

  .4לפי פעולה  1,2בין פעולות  מפרידה

, 4פעולה לפי  1,2אם בצע את פעולות 

לא מספר פעולות הכפל הסקאלריות 

. הזימוים ישתה 3,2,1,4Sched 

-ו 3,4,2,1'Sched  קראים.שקולים  
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  (המשך) זימוים שקולים

ים שקולים, כדי לבחור בין כמה זימו

סכים כי תמיד בחר בפעולות 

שמספרן מוך יותר. בדוגמא הוכחית 

  .Sched'הזימון שייבחר הוא 
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  Extractהשגרה 

ומחזירה מחשבת  Extractהשגרה 

בתוים זימון אופטימלי תוך שימוש 

  .T  מערךשאגרו ב

  

  

  

  

  

  
  

וב  זימון חיש -  9.3אלגוריתם 

 אופטימלי

מסמל פעולת  הסימון שימו לב: 

  ) .Concatenation( שרשור

 , ,Extract i j T   

if ji   return  

 ,last lastOp i j  

 ,LSched Extract i last
 1,RSched Extract last j   

Return LSched RSched Last   
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  האלגוריתם הסופי

שתמש בשגרה האלגוריתם הסופי מ

Dmc את הטבלה חשב כדי לT לאחר .

מכן, האלגוריתם מפעיל את השגרה 

Extract  אשר מחזירה את הזימון

הקוד עבור להלן האופטימלי. 

  :גוריתם הסופיהאל

 

 

 

 

  

האלגוריתם הסופי  – 9.4אלגוריתם 

 לחישוב  זימון אופטימלי

   

 1 1, ,.... ,n nOptSched x y x y  

    1 1, ,.... ,n nT Dmc x y x y  

   return  1, ,Extract n T  
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  סיכום

בהרצאה זו, השתמשו פעם וספת 

כדי להציג אלגוריתם תכות דימי ב

אופטימלי  זימוןפוליומי לחישוב 

  .להכפלת מטריצות בשרשרת
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: סיבוכיות האלגוריתם 1ספח 

  הרקורסיבי
סמן ב  nT  דרש כדיאת הזמן ה

לחשב את  nmc חשב , כלומר כדי ל1,

מטריצות.  n מכפלתזימון אופטימלי ל

  אזי מתקיים:

  22 T  

      





1

1

2
n

k

knTkTnT  

המופיע בתוך  2המספר  שימו לב:

הסכימה שווה לזמן הדרש לביצוע 

bkiהמכפלה  yyx. 
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  (המשך) סיבוכיות האלגוריתם

  ראה כעת כי הסיבוכיות היא  

  מעריכית.

  טעה

   12  nnT.  

  הוכחה

  .nבאידוקציה על מספר המטריצות 

  בסיס 

  1222 T  
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  צעד האידוקציה

      





1

1

2
n

k

knTkTnT  

            





1

1

1
n

k

knTkT  

 מחוץ לסכימה קבל: 1אם וציא את 

   





1

1

1 
n

k

knTkTnT(n)  

 





1

1

21         
n

k

kTn  
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  צעד האידוקציה (המשך)

nkלפי החת האידוקציה, לכל  1 ,  

מתקיים   12  kkT ציב את ,כעת .  

  אי השוויוים הללו בוסחה הקודמת 

 וקבל:

  





1

1

1221
n

k

knnT  

         1221 1  nn  

        1232  nnn  

  מש"ל
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 Masterמשפט האב (: 10הרצאה 

Theorem אלגוריתם (Strassen 

  למכפלת מטריצות ריבועיות

  להרצאה זו, שי חלקים:

ציג ווכיח את משפט האב  .1

המאפשר חישוב סיבוכיות של 

 אלגוריתמים רקורסיביים רבים. 

 Strassenציג את אלגוריתם  .2

להכפלת מטריצות ריבועיות 

וחשב את הסיבוכיות שלו, 

  בעזרת משפט האב.

  פרופ' עמוס ישראלי – 10אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

511

  משפט האב

קיימים אלגוריתמים רקורסיביים 

רבים שאו מתקשים בחישוב 

הסיבוכיות שלהם. משפט האב מספק 

לו מכשיר רב עוצמה לטיפול ברוב 

האלגוריתמים הרקורסיביים. או 

למד גרסה מסויימת של משפט האב. 

  רת מצאת בספר הקורס.גרסה אח

אתם כבר למדתם את משפט  שימו לב:

  האב בקורס מבה תוים.
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  התאים להפעלת משפט האב

משפט האב מאפשר לו לדון 

באלגוריתמים רקורסיביים המקיימים 

  :את התאים הבאים

, אשר איה nלכל בעיה בגודל 

 a אלגוריתם מבצעהמקרה קצה, 

תת  aקריאות רקורסיביות לפתרון 

bnבעיות בגודל  / .  

   שימו לב

1. a   וb  הם קבועים התלויים בבעיה

   .n אך לא ב

2 .a ןבהכרח חלוקה  תת הבעיות אי  

  חלקים זרים.  aשל הקלט ל     
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  דוגמא

  מיון ע"י מיזוג:

 2את מערך הקלט ל  חלק .1

n) .2/2מערכים בגודל  ba. (  

מערך באופן על ידי -כל תת מיין .2

  מיזוג.-קריאה רקורסיבית למיון

את שתי המחציות  מזג .3

  הממויות.

  

עוה איו מיון מהיר לעומת דוגמא זו, 

משום שבמיון מהיר לדרישות אלה 

מחלקים את מערך הקלט לשי קבצים 

  שהיחס בין גדליהם איו קבוע. 
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מיזוג על ידי -הצגת סיבוכיות מיון

  מערכת משוואות רקורסיביות

סמן ב  nT את הזמן הדרוש למיון-

  איברים. nמיזוג מערך בן 

הזמן הדרש לכל קריאה רקורסיבית 

הוא כמובן 







2

n
T  ומאחר שמיזוג של

כל אחד אורך  n/2שי מערכים באורך 

אורך  1זמן ליארי ומיון קובץ באורך 

  זמן קבוע כלשהו קבל כי :

  dn
n

TnT 







2
2  

  cT 1  

  קבועים כלשהם. dו cעבור 
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  הכללת מערכת המשוואות

 A רקורסיביתבון באלגוריתם 

. יח כי אם Pלפתרון בעיה כלשהי 

  אזי:  n על קלט בגודל Aמריצים את 

  קריאות רקורסיביות  aדרשות  .1

bnעם קלט בגודל        /.  

  מספר הפעולות בשגרה הקוראת  .2

     )top level למעט הקריאות ,(  

הרקורסיביות, הוא      ndf   

כאשר      nf  קציההיא פו  

  כלשהי התלויה בגודל הקלט.    

  פתרון מקרה הקצה של  .3

  , 1הרקורסיה, עבור קלט בגודל      

  פעולות.  cדורש      

  והפוקציה a ,b ,c ,dהקבועים  .4

      f  תלויים בבאלגוריתםA.  
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  הכללת מערכת המשוואות (המשך)

סמן ב nT  דרש להרצתאת הזמן ה

  .nעל קלט בגודל  Aהאלגוריתם 

  אזי מתקיים:

   ndf
b

n
aTnT 






  

  cT 1  

  

  להלן ציג את משפט האב

(Master Theorem)  הפותר את

מערכת המשוואות הזו באופן כללי.
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  Masterמשפט ה

תהי  nT  :קציה המוגדרת על ידיפו  

)()( ndf
b

n
aTnT 






  

  cT 1  

היא פוקציה כפלית (תוגדר   fאזי אם   

להלן) התהגות הפוקציה  nT  תלויה

לבין  aביחס בין  bf :כמתואר להלן  

אם  .1 bfa  , 

   abnnT log .  

אם  .2  abf  , 

   nnnT ab loglog .  

. אם 3 bfa  ,       nfnT  .  
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  Masterהערות למשפט ה

  Aצעדי  רוב  -  1 במקרה .1

  על ידי הקריאות  ים מתבצע     

  הרקורסיביות.     

   Aצעדי רוב  -  2מקרה ב    

  מחוץ לקריאות ים מתבצע    

  רקורסיביות.ה    

  שי הגורמים  -  3במקרה     

  הקודמים תורמים לסיבוכיות.    

  אין שום השפעה על  dו cלערכי . 2

     nT .  

בספר מוצגת גרסה קצת שוה . 3

של המשפט, אשר איה מיחה כי 

היא כפלית. במקרה  fהפוקציה 

יה שוה, זה, הטיפול המתמטי בבע

  אולם ההשלכות המעשיות דומות.
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  Masterהוכחת משפט ה

מתקבלת על  Master-הוכחת משפט ה

  ידי פתרון המשוואות הרקורסיביות.

  או טפל במשוואה פשוטה יותר:

   nf
b

n
aTnT 






  

ציב בוסחה את 







b

n
T :קבלו 

   nf
b

n
f

b

n
aTanT 




















2
  

  
  פשט וקבל:

   nf
b

n
af

b

n
TanT 















2
2    
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות 

משיך להציב את 







2b

n
T :קבלו  

 

 )             

23
2

nf
b

n
af

b

n
f

b

n
aTanT






























  

  פשט וקבל: 

  














2
2

3
3

b

n
fa

b

n
TanT    

                  )nf
b

n
af 






    

        

















2

0
3

3

i
i

i

b

n
fa

b

n
Ta  
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות

כדי שהרקורסיה תיגמר יש להגיע עד 

למקרה הקצה כלומר  1T כדי להשיג .

זאת, על הקריאה הרקורסיבית 

ibn, המקיים iלהתבצע לעומק   

ni  כלומר blog .  

  פעמים מיב:  nblogהמשך ההצבה 

 
 




















1log

0
log

log
n

i
i

i
n

n
b

b

b

b

n
fa

b

n
TanT

  

nbbnאם ציב  log  זכור כיו  cT 1 

:קבל

   
 
















1log

0

log
log 1

n

i
i

n
in

b b

b

b

b
faTanT
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות

  כעת שים לב כי:

  
nan bbb ba

logloglog  

  aan bbb nb logloglog                     

  אם ציב שי ביטויים אלה וקבל כי

   
 

**

1log

0

log

*

log 





n

i

inia
b

bb bfacnnT  

המחובר הראשון,   הג כמומת ,

 abnlog  וזהו פתרון הבעיה כאשר

  0nf  אולם אין זה ברור כלל ,

וכלל איך אפשר לטפל במחובר השי 

 .  
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  פוקציות כפליות

היא  fכדי לטפל במחובר השי יח כי 

  . ציה כפליתפוק

פוקציה  xf  קציה כפלית היאפו

  מקיימת: y fו xאם לכל 

     yfxfxyf .  

הפוקציה הפוליומית  דוגמא: 

  dxxf    )d  קבוע) היא כפלית שכן  

       yfxfyxxyxyf ddd   
  

באופן מעשי, רוב הפוקציות שימו לב: 

המתקבלות בשימוש במשפט האב הן 

כפליות.
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  תכוות פוקציות כפליות

פוקציה כפלית כלשהי. אזי  fתהי 

 1f :מקיים  

1)1()1()11()1(  ffff  

חשב כעת את ערך 







b

a
f  העבור מ

כלשהי 
b

a
:  

  












 

b
fbf

b
bff

1
)(

1
11

  

חלק את שי האגפים ב  bf :קבלו  

)(

)1(1

bf

f

b
f 






  

)(

)(1
)(

bf

af

b
faf

b

a
f 













  
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות

  fעבור פוקציה כפלית  

  .כפליתהיא  fיח כעת כי הפוקציה 

במקרה כזה פתח את   :קבלו  

  
 















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 
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1log
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         
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

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
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1log

0
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a
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וזהו טור גיאומטרי עם מה 
)(bf

a
q  
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות

  (המשך) fעבור פוקציה כפלית 

אם יח כי  bfa   שתמשו

בוסחת הטור הגיאומטרי עבור 

)(bf

a
q  :קבל  

   













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  ולאחר פישוט וסף גיע ל

   

1
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)( loglog





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bfa nn bb
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות

  (המשך): fעבור פוקציה כפלית 

תבון ב    

    

 
1

loglog






bf

a
bfa nn bb

  

בביטוי זה, המכה הוא קבוע ולכן ערכו 

לבין  aשל הביטוי תלוי ביחס בין  bf  

  כמתואר ביתוח הבא:
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  1מקרה 

 bfa    -  במקרה זה, ערך    

המוה מתהג כמו  nba log  הוהמכ

  הוא קבוע ולכן במקרה זה קבל:

      an bb na loglog   

מאחר שערך    גם הוא abnlog 
  קבל כי במקרה זה מתקיים:

   abnnT log .  
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  2מקרה 

 bfa    -  הבמקרה זה, ערך המו

הוא      nfbf nb  log  ווסימ

שלילי. מאחר שגם סימן המכה  הוא 

  שלילי קבל: 

       nfbf nb  log   

מאחר שערך    הוא nbalog ו

 bfa  במקרה זה, ערך ,   קטן

מערך    ומתקיים כי  

              nfnT  .  



  פרופ' עמוס ישראלי – 10אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

530

  3מקרה 

 bfa    

במקרה זה, וסחת הטור הגיאומטרי 

איה שמישה, שכן ערך המכה בוסחה 

  . אולם, במקרה זה מתקיים:0הוא 

   
 

 
 





1log

0

logn

i
i

n
i

b b

bf

bf
a  

    





1log

0

log
n

i
b

b

nfnnf  

  ומאחר שמתקיים:

        nn bb bfbfnf loglog  

an bb na loglog          

 מקבלים כי במקרה זה:

   nnnT b
ab loglog  
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  פתרון המשוואות הרקורסיביות

  (סיכום): fעבור פוקציה כפלית 

, ערך הפוקציה  fלכל פוקציה כפלית 

T סיגהוסחת ה המוגדרת על ידי 

)()( ndf
b

n
aTnT 






  

  cT 1  

  הוא

. עבור 1 bfa     abn log .  

. עבור 2 bfa      nf .  

עבור . 3      bfa   nn ab loglog .  

  

אפשר (וצריך) לבדוק כי הוספת  תרגיל:

איה משה את הפיתוח. dהקבוע 
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  דרכים לשיפור אלגוריתם הפרד ופתור

אלגוריתם הפרד ופתור  Aיהי 

שסיבוכיותו מקיימת את מערכת 

המשוואות המופיעה במשפט האב. 

מהן הדרכים האפשריות לשיפור 

  ?Aהסיבוכיות של 

אם ש .1 bfa  סה להקטין ,

או  aעל ידי הקטת  ablogאת 

  .bהגדלת 

אם  .2  abf   סה להקטין את

סיבוכיות הפעולות שאין כלולות 

  בקריאות הרקורסיביות.

אים מתבטאים  dו cהקבועים  .3

בפתרון ולכן הקטתם לא תשה את 

  הסיבוכיות.
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  מיזוג-סיבוכיות מיון -דוגמא 

  כזכור, מיון מיזוג מקיים:

  dn
n

TnT 







2
2  

  cT 1  

2מאחר ש  ba ו  nnf   וא ,

  מקבלים כי

   bffa  22  

  מיזוג היא-ומכאן, סיבוכיות מיון

     nnnnnT loglog2
2log2 

 

 Strassenאלגוריתם ציג את , כעת

מרובעות. סיבוכיות למכפלת מטריצות 

שימוש במשפט האלגוריתם תקבע תוך 

  האב.
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  Strassenאלגוריתם 

  מכפלת מטריצות ריבועיות:

    Bו   Aריבועיות : שתי מטריצות קלט

  . nnמסדר            

BACמכפלת הטריצות  פלט:   .  

גודל הקלט הוא שימו לב:  2nO.  

  

פתח את ההרצאה בחזרה על 

האלגוריתם התקי ולאחר מכן פתח 

. סיים את  Strassenאת אלגוריתם  

ההרצאה בחישוב הסיבוכיות של 

האלגוריתם, שהיא  ...81.2n תוך ,

  שימוש במשפט האב.
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   ריבועיות מכפלת מטריצות

היא מטריצה  Bו  Aמכפלת המטריצות 

C , המקיימת  





n

k
kjikij bac

1

  

BACומסמים  .  

  

מהי סיבוכיות בעיית חישוב מכפלת 

  שתי מטריצות?

ברור כי  2n  היא חסם תחתון

  . לסיבוכיות הבעיה (למה?)
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  אלגוריתם ישיר

  הוא: Cהאלגוריתם הישיר לחישוב 

for 1i  to n do 

    for 1j  to n do 

        0ijc  

        for 1k  to n do 

            kjikijij bacc   

        end 

    end 

end 

זמן הריצה:  3n  .  

בהמשך ההרצאה פתח אלגוריתם יעיל 

יותר המשתמש בשיטת הפרד ופתור 

ומשיג זמן ריצה  ...81.2n .  
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  תצוגה מטריצית של כפל מטריצות

פתח כעת אלגוריתם אחר, רקורסיבי, 

הצגת למכפלת מטריצות. פתח על ידי 

  מטריצות:-תת 4מטריצה בעזרת 


















2221

1211

AA

AA
A

 

היא תת המטריצה  11Aהמטריצה 

, Aברביע השמאלי והעליון במטריצה 

, 12A ,21Aכמתואר בציור. המטריצות 

  ת באופן אלוגי.ממוקמו 22A-ו

BACתחת תצוגה זו, המכפלה   

מתקבלת כמכפלת שתי מטריצות 

שאבריהן הן תת מטריצות  22מסדר 

  של מטריצות הקלט.
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  תצוגה מטריצית של כפל מטריצות
















2221

1211

2221

1211

BB

BB

AA

AA
C

 

 

 
  

 












2222122121221121

2212121121121111

BABABABA

BABABABA

  

  

 

 

    







2221

1211

CC

CC
 

מוכחת באופן  כוות האלגוריתם הזה

הן  ijBוגם  ijAישיר. לדוגמא: יח כי 

 : במקרה זה22מטריצות מסדר 

  :מתקיים

  פרופ' עמוס ישראלי – 10אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

539









2221

1211
11  

 

aa

aa
A         










2423

1413
12  

 

aa

aa
A  

 









2221

1211
11  

 

bb

bb
B         










4241

3231
21  

 

bb

bb
B  

 
איבר אם סה כעת לחשב את ה

 שלבשורה הראשוה  הראשון

21121111 BABA  קבל  

   4114311321121111 babababa   

 השווה בדיוק לאיבר הראשון בשורה

אם משיך  .BAפלה הראשוה במכ

כוות הטעה כך אפשר להוכיח את 

  כולה.
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  הערות

   ijA ,ijBכל אחת מן המטריצות  .1

,ijC ,2,1ו   ji  היא מסדר
22

nn
  

ובכל מטריצה כזו יש  
4

2n
  איברים.  

במקרה זה, פעולות החיבור  .2

. פעולות של מטריצותפל הן והכ

פעולות הכפל מחושבות על ידי 

קריאות רקורסיביות לאלגוריתם 

הושמט כדי  הסימון  הכפל.

פעולות חיבור  לחסוך במקום.

המטריצות משתמשות באלגוריתם 

   הבא:
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  סכום מטריצות

מטריצות ריבועיות מסדר  Bו Aתהייה 

n  בגודל)nn  .(  

BADסכום המטריצות    הוא

  המקיימת Dמטריצה 

,...,n,i,jbad ijijij 21     

  תבון בבעיית חישוב סכום מטריצות:

  .n  שתי מטריצות מסדרקלט: 

  סכום המטריצות.פלט: 

סיבוכיות בעיית חישוב סכום טעה: 

מטריצות היא  2n.  

כל אלגוריתם חייב לייצר את הוכחה: 

 .n2מטריצת הסכום שגודלה הוא 
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אלגוריתם הפרד ופתור (רקורסיבי) 

nn לחישוב מכפלת מטריצות בגודל   

"רפד" את שתי המטריצות  .1

באפסים עד שמימדן יגיע לחזקה 

והקרובה אליו  nהגדולה מ 2של 

  ביותר.

(כפל  Bב Aהכפל  n=1 אם .2

  שלמים)

  אחרת .3

  חלק כל מטריצה לארבע. 3.1

  חשב את שמוה המכפלות  3.2

הדרשות (בעזרת קריאות       

  רקורסיביות).

  בצע ארבע פעולות חיבור. 3.3

  מזג התוצאות למטריצה  3.4

  הדרשת.     
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  אליזה של זמן החישוב

סמן ב  nT  את מספר הפעולות

האריתמטיות, חיבור וכפל, הדרשות 

nnי מטריצות שגודלן להכפלת שת .  

מן האלגוריתם הרקורסיבי שהצגו 

  הבאות:משוואות הרקורסיה ובעות 

 

2

2

2
8           

2
4

2
8

n
n

T

nn
TnT
























  

ידוע גם כי   11 T  כי מטריצה מסדר

11  היא סקלר ומכפלת שתי

מטריצות כאלה דורשת פעולת כפל 

  יחידה.
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  הצבה במשוואות הרקורסיה

שתמש במשואות הרקורסיה כדי 

  לחשב:

    1214182 2  TT  

    11216964284 2  TT  

בדרך זו וכל לחשב את מספר הצעדים 

, nהדרושים עבור זוג מטריצות מסדר 

אך לא וכל לחשב את  0nלכל 

  .nכפוקציה של מספר הצעדים הזה 

כדי לחשב את סיבוכיות האלגוריתם, 

  שתמש במשפט האב וקבל:

c=1, d=1, a=8, b=2,   2xxf   

במקרה זה,   af    ומקבלים 42

    )( 38log2 nnnT   

  פרופ' עמוס ישראלי – 10אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

545

  דיון 

ברור כי  3232 nnn   כלומר ,

סיבוכיות האלגוריתם החדש שווה 

לסיבוכיות האלגוריתם הישיר.  מה 

  הרווחו?

  

  תשובה:
הרווחו דרך חדשה להסתכלות על 

לחפש הבעיה. כעת או יכולים 

כדי יעיל יותר אלגוריתם רקורסיבי 

לצמצם את זמן החישוב הדרש כדי 

, ijCלחשב את תת המטריצות 

2,1, ji.
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  Strassenהאלגוריתם של 

, Strassenמדען המחשבים השויצרי, 

גילה שיטה חלופית להכפלת שתי 

22מטריצות מגודל    .  

מתבצעות שבע  Strassenבשיטת 

פעולות כפל מטריצות במקום שמוה 

פעולות כפל מטריצות המתבצעות 

ה בשיטה המקובלת. בתמורה עול

  מספר פעולות החיבור.

מיבה  Strassenהפעלת שיטת 

אלגוריתם להכפלת מטריצות 

  שהסיבוכיות שלו היא:

   ...81.27log2 nn   .  
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  (המשך) Strassenהאלגוריתם של 

 הן 3nהמקור לאיבר האיטואיציה: 

המכפלות הרקורסיביות. סיבוכיות 

בלבד. כדי להקטין את  n2החיבור היא 

הסיבוכיות וריד את מספר המכפלות 

  ועלה את מספר הסכומים. 

  
כמו באלגוריתם הרקורסיבי  הרעיון:

המקורי חשב את ארבע המטריצות 

11C ,12C ,21C  22וC .  

ה חשב תחילה כדי לחשב מטריצות אל

  שבע מטריצות בייים: 
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  שבע מטריצות הבייים

, 11C ,12Cכדי לחשב את המטריצות 

21C  22וC ,יםחשב תחילה, כשלב בי ,

  את שבע המטריצות הבאות: 

 

   222122121 BBAAM   

   221122112 BBAAM   

   221121113 BBAAM   

  2212114 BAAM   

 2212115 BBAM   

 1121226 BBAM   

  1122217 BAAM   
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  חוק הפילוג עבור מטריצות

לפי שמשיך בהצגת האלגוריתם יש 

חוק לציין כי צריך (וגם קל) לוודא כי 

של הכפל  (דיסטריבוטיביות) הפילוג

מעל החיבור מתקיים גם עבור כפל 

וחיבור מטריצות כלומר: לכל שלוש 

nnמטריצות מסדר    A ,B  וC 

  מתקיים:

CABACBA  )(  

ACABACB  )(  

  מדוע יש צורך בשי חוקי פילוג?

  תרגיל:

  שכעו את עצמכם כי חוק הפילוג     

  יבור מטריצות אכן עבור כפל וח    

  מתקיים.    
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  (המשך): Strassenהאלגוריתם של 

לאחר חישוב שבע מטריצות הבייים 

שתמש בהן כדי לחשב את ארבעת 

  המטריצות הסופיות כדלהלן:

642111 MMMMC   

5412 MMC   

7621 MMC   

753222 MMMMC    

  הראשוה:בדוק  את הוסחה 

 12222221221222112 MBABABABA 
 22222112222111111 MBABABABA 
 422122211 MBABA 
 611222122 MBABA 

11C  

 בדוק כוות שאר הוסחאות.תרגיל: 

  פרופ' עמוס ישראלי – 10אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

551

  :Strassenסיבוכיות אלגוריתם 

תוה על ידי המשוואה  סיבוכיות הזמן

  הרקורסיבית הבאה:

 
2

2
18

2
7 















nn
TnT  

  cT 1  

  שתמש במשפט האב וקבל:

7a ,2b ,  2nnf .  

  פרמטרים אלה מקיימים: 

  af  42  

  ולכן

    )( ...81,27log2 nOnnT   
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  סיכום

  משפט האב למדו את הרצאה זו ב

)Master Theorem ,( ו המאפשרל

לקבוע סיבוכיות של מגוון רחב של 

  אלגוריתמים רקורסיביים.

פרמטרית  פתחו את ההרצאה בהצגה

כך של מערכת משוואות רקורסיבית 

שתשקף את סיבוכיות הזמן של 

רקורסיביים המקיימים ם מיאלגורית

   .דרישה מסוימת

לאחר מכן הצגו את משפט האב 

המאפשר חישוב הסיבוכיות של 

  .להאלגוריתמים כא
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  סיכום (המשך)

, טיפלו בבעית השיטה כדי להדגים את

. nכפל המטריצות הריבועיות מסדר 

בתחילה הצגו את האלגוריתם הישיר 

שסיבוכיותו היא  3n  יש לזכור כי)

גודל הקלט הוא:  2n.(  

המשכו בהצגת אלגוריתם הפרד ופתור 

חלוקת פשוט פותר את הבעיה על ידי 

. כתוצאה, הבעיה 4מטריצות הקלט ל

תת בעיות  8המקורית מחולקת ל

  הפתרות באופן רקורסיבי.
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  (המשך) סיכום

האלגוריתם הזה, לא שיפר את 

סיבוכיות האלגוריתם המקורי אך פתח 

אשר  Strassenאלגוריתם את הדלת ל

את הסיבוכיות על ידי מציאת שיפר 

תוצאות  8חישוב דרך מתוחכמת ל

על ידי ביצוע  המכפלות הדרשות

  מכפלות בלבד. 7בפועל של 

סכום של מספר הפעמים בהן חישבו 

. יתוח 18ל  4עלה מ  מטריצות 

סיבוכיות הזמן של אלגוריתם 

Strassen התקבל כתוצאה מיידית של ,

). Master Theoremמשפט האב (

היא  Strassenוכיות אלגוריתם סיב

 ...81.2n.  
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  (המשך) סיכום

מראה את הדרך  Strassenאלגוריתם 

לשיפורים וספים על ידי הורדת מספר 

המכפלות הדרש והעלאת מספר 

  הסכומים.

היום משתמשים בשיטות דומות אך 

מסובכות יותר, מחלקים כל בעיה 

 4למספר רב יותר של חלקים, במקום 

בלבד, ומגיעים לאלגוריתמים למכפלת 

מטריצות בסיבוכיות זמן  ...3.2nO .  

  

ערך אלה אלגוריתמים בעלי  שימו לב:

קבוע הפרופורציה , שכן תיאורטי בלבד

  .עולה לערכים בלתי אפשריים

  פרופ' עמוס ישראלי – 10אלגוריתמים א' הרצאה 
  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  

556

  סיכום (המשך)

  מה צריך לזכור מהרצאה זו?

פיתוח מערכת המשוואות  .1

  הרקורסיביות.

  ושימושיו.משפט האב  .2

  להבין את הוכחת המשפט. .3

הגדרת כפל מטריצות  .4

  והאלגוריתם הישיר.

  האלגוריתם הרקורסיבי הפשוט. .5

(אין  Strassenרעיון אלגוריתם  .6

צורך לזכור את מטריצות הבייים 

  ואת הפיתוח בעל פה.
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ספח: חישוב מדויק של סיבוכיות 

האלגוריתם הרקורסיבי הראשון 

  מציאת וסחה סגורה

כדי לחשב את סיבוכיות האלגוריתם, 

לחישוב  וסחה סגורהעליו למצוא 

 nT.  

  

  תוןטעה: 

    11  , 
2

8 2 





 Tn

n
TnT  

inלכל אזי (יחוש):  2  

  232 nnnT   
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  הוכחה

inעבור  2  דוקציה עלההוכחה באי

i ות לגביכו יחכלומר,  יש לה .n 

. שתמש בוסחה n2ולהוכיח לגבי 

הרקורסיבית לחישוב  nT בעזרת  2

T(n):  

     2)2(82 nnTnT  

בתוך וסחה זו ציב את פתרוו עבור 

 nT: 

  223 4)2(82 nnnnT   

 ופשט כדי לקבל:

 23 416         nn  

  23 )2(22           nn   

 מש"ל                                         
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אלגוריתם למציאת : 11הרצאה 

  Order Statistic -החציון 

Definition 

In statistics, the k-th order 

statistic of a statistical sample is 

equal to its kth-smallest value. 

  בעברית:או 

בגדלו   k-בסטטיסטיקה,  האיבר ה

  מלמטה במדגם קרא

 The k-th order statistics 

בהרצאה זו ציג אלגוריתם יעיל 

לחישוב האיבר הזה, כפי שמוגדר 

 הבא: בשקף
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  הבעיה 

   בדליםאיברים  nבן  A. מערך 1 קלט:

  השייכים לתחום סדור.               

k ,nk. מס' שלם2           1 .  

   (מלמטה) בגדלו k -האיבר ה פלט: 

  . A-ב 

  

  דוגמא

  3k  קלט

A  

1 7 8 2 4 6 5 3 

  

  3    פלט
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   אלגוריתם איבי

 k -והחזר את האיבר ה  Aמיין את 

  בוקטור הממוין. 

  

  כוות 

  מיידית מהגדרת הבעיה.

   סיבוכיות

 nn log 

  

האם קיים אלגוריתם יעיל שאלה: 

  יותר?

להלן ציג אלגוריתם בזמן תשובה: 

 k -ריצה ליארי למציאת האיבר ה 

  .A-בגודלו ב 
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  סקירת האלגוריתם

  סקירת שלבי האלגוריתם:להלן 

 בחר ציר "חכם". .1

  בצע חלוקת ציר  .2

  )-Aסמו בש( לתת מערך תחתון

 .)A-(שסמו ב ולתת מערך עליון

גדול  A-כל איבר ב תזכורת:

 .A-מכל איבר ב שממ

המערך המכיל את זהה את תת  .3

 האיבר המבוקש.

בתת המערך המשך את החיפוש  .4

המכיל את האיבר המבוקש. 

  . (קריאה רקורסיבית)
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  תכוות חלוקת ציר

|יח שמתקיים  |A m   יח גםו

בגדלו  k-שאו מחפשים את האיבר ה

  .km-שסמו ב

לעות עליו לאחר ביצוע חלוקת הציר 

  :הבאה על השאלה

  ? kmמצא  תת מערךבאיזה 

 k-ל  mהתשובה תלויה ביחס בין 

כמוכח בטעה הבאה:
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   11.1למה 

מערך מעל תחום סדור. יח כי  Aיהי 

בוצעה חלוקת ציר שהיבה את  A-ב 

בגודל  A -ו   mבגודל  Aהחלקים 

mn  :לאחר חלוקת הציר מתקיים .  

mkאם  .1   אזיkm  האיבר הוא

  .A-בגודלו ב k-ה

mkאם  .2   אזיkm  הוא האיבר

 -ה k m  בגודלו ב- A.  
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  דוגמא

A  

7  14 2  9  6  11 13 -2 8  3  

  
6k  , 8pivot  

          A                           A  

14 9  11 13 8    7  2  6  -23  

  

                                             5m   

האיברים הקטים  5מצאים  Aב 

  . Aביותר ב 
, הוא האיבר A ,8בגודלו ב 6האיבר ה 

Aהמיימלי ב
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  למההוכחת ה

  איברים,  הקטים  k-1יש  A -ב 

גדולים או   A כל שאר איברי. km -מ 

. לאחר שמתבצעת km -שווים מ 

   mמצאים A -חלוקת הציר, ב 

 ,A-האיברים הקטים ביותר ב

  מסודרים בסדר שרירותי.

  

  1סעיף הוכחת 

mkאם    ברור שאזי-km  הוא בין

האיברים הקטים ביותר  mהוא בין 

, ולכן הוא מאוחסן בתת Aבמערך 

  . המארך התחתון
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  :2 סעיף הוכחת

mkאם, לעומת זאת,    אזי איבריA 

הקטים ביותר במערך  האיברים m הם

A ו ,-km  הוא האיבר הmk   בגודלו  

  .A -ב 

  מש"ל
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  תאי הקצה

או מפתחים אלגוריתם רקורסיבי. 

ידוע כי שיטות רקורסיביות אין 

יעילות עבור קלט בגדלים קטים. כדי 

להגדיל את היעילות, בגורם קבוע 

יברי מערך מספר אבלבד, קבע כי אם 

 קרא,  10-הקלט קטן או שווה מ

    להלן: Findלשיטה  לשיטה

  

  

  

  

  

Find: השיטה 11.1אלגוריתם 

 kAFind ,  

 ABubblesortA  

return   kA  
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  האלגוריתם

ב המחש Select להלן קוד האלגוריתם

  :Aבגדלו במערך הקלט  k-את האיבר ה

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 Select : השיטה11.2אלגוריתם 

 ,Select A k  

if  10A  then  

return  kAFind ,  

 p WiseChoosePivot A  

Partition A into A and A ,      

                                        using p

if mk   return  ,Select A k  

if mk   return  
                         ,Select A k m  
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  כוות

ובעת מיידית כוות האלגוריתם 

  הטעה שהוכחו. 11.1למה מ

  

איכות איבר  – סיבוכיות האלגוריתם

  הציר

איה תלויה  Findסיבוכיות השיטה 

,  ולכן היא לא משפיעה nבגודל הקלט 

  על סיבוכיות האלגוריתם כולו.

סיבוכיות החלוקה היא כמובן 

  ליארית. 

הגורם היחיד המשפיע על סיבוכיות 

הוא הגודל היחסי  Selectאלגוריתם 

. גודל זה A-ו Aשל תת המערכים 

  .איכות איבר הצירקבע ישירות על ידי 
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  איכות איבר הציר (המשך)

לדוגמא שתמש בשיטה אם 

Choosepivot  ו בה במיוןשהשתמש

, אחד מקרה הגרוע ביותרבר, אזי מהי

  מתת המערכים יכיל איבר יחיד.

אם תופעה זו תחזור על עצמה (כפי 

שקורה בדוגמאות מסויימות), 

  סיבוכיות האלגוריתם תגיע 

ל  2n.   

כדי להתגבר על בעיה זו, שקיע עבודה 

בבחירת איבר הציר וכתוצאה  ליארית

סיבוכיות המקרה הגרוע ביותר קבל ש

באלגוריתם כולו תהיה גם היא 

  .ליארית
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  בחירת איבר ציר איכותי

  :יקייםציר שאו מחפשים איבר 

מספר האיברים בכל אחד מתת 

 nיהיה לפחות  A-ו Aהמערכים  

ולכל היותר ה   n1 כאשר ,  הוא

מקייםואשר  n-קבוע שאיו תלוי ב

0 1 .  

 מבטיח בחירה של שציג האלגוריתם

ציר שמרחקו מכל אחד משי קצות 

3הוא לפחות  מערך הקלט  /10n.  

ת מכאן קבל כי גדלו של כל אחד מת

7המערכים יהיה לכל היותר  /10n ,

  כלומר:

3 /10 | | 7 /10n A n   

3 /10 | | 7 /10n A n   
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  תאור האלגוריתם לבחירת הציר

של החציון איברים.  nמערך עם  A יהי

A הוא האיבר ה/ 2 1n     בגודלו  

  .A-ב

  האלגוריתם פועל כך:

/-ל  Aחלק את המערך .1 5n   

. איברים כל אחת 5קבוצות בות 

מצא את האיבר בכל חמישיה, 

כלומר את השלישי בגודלו, 

של כל חמישייה כזו. (זמן החציון 

הוא הכולל בסעיף זה חישוב ה

 n.(  
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תאור האלגוריתם לבחירת הציר 

 (המשך)

 קבוצת החציוים שמצאו Mתהי  .2

הוא הציר  M .mהחציון של   mויהי 

 שבחר. 

, בצע קריאה mכדי לחשב את  .3

רקורסיבית:

 , | | /2 1Select M M     

(זמן החישוב  5/nT.( 

  

  הקוד מופיע בשקף הבא:
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  WiseChoosePivot השיטה

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  WiseChoosePivot :11.2אלגוריתם 

   

 WiseChoosePivot A  

for 1i  to / 5n   

/* i -בחר את החמישיה ה  */ 
   for 1j  to 5 do     
          jiAjB  5*1  

   endfor 
    BsortB   

   /* i -בחר את חציון החמישיה ה  */ 
     3BiM   
endfor 
Return  , | | /2 1Select M M     
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  ממוין בחמישיות Aהוקטור  -דוגמא 

90 7772 46 35 

23 2119 17 12 

125 7170 69 50 

256 128 22 18 10 

42 4140 25 -4 

400 200 -40 -60 -120 

600 580 560 11 10 

326 201 199 13 7 

269 147 61 39 38 

856 421 52 -66 -100

904 803 702 601 500 

66 6564 63 62 
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  דוגמא (המשך)

  Mהוקטור 

7025261199560644022701972

  

  . 64mהוא   Mהחציון של 

   שימו לב:

הוא כמספר  Mהאיברים במספר  .1

החמישיות כלומר 




5

n
   .  

הקטים או  Mמספר איברי  .2

הוא   mשווים ל 




10

n
  . 
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  דוגמא (המשך)

כל האיברים המצאים משמאל  .3

גם הם קטים  mלאיבר הקטן מ

יש   A-ולכן, ב m-מ




10

3n
 

  . mאיברים הקטים מ 

הגדולים או  Mמספר איברי  .4

הוא   mשווים מ 




10

n
  . 

האיברים המצאים מימין כל  .5

גם הם גדולים   mלאיבר הגדול מ

יש   Aולכן, ב mמ 




10

3n
איברים  

 .mהגדולים  מ 
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  חישוב 

. Mהחציון של הוקטור  mיהי  טעה:

 m-הקטים ממש מ Aמספר איברי 

n לפחות הוא




10

3
  .  

הגדולים ממש  Aמספר איברי הוקטור 

nהוא לפחות  m-מ




10

3
  .  

   שימו לב

  מטעה זו ובע מיידית 

nA p 



 10

7
    nA p 



 10

7
  

, גודל הקלט בקריאה כלומר

מגודל הקלט  7/10הרקורסיבית, הוא 

  המקורי.
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  הוכחה

הוא  Mמספר האיברים ב  5/n כל .

 5של  חציון, הוא M ,imאיברי אחד מ

  גדול או שווה  im. מכאן, Aמאיברי 

שי האיברים הקטים ( Aמאיברי  3מ

  עצמו). imו imשל  בחמישייה

, ובע Mהוא החציון של  mמאחר ש 

. Mאיברי מ  n/10גדול מ  mכי 

, גדול או שווה Mכאמור, כל איבר מ 

גדול   mמכאן ובע כי  ,Aמאיברי  3מ

  .A מאיברי 10/3nאו שווה מ

 mבאופן סימטרי אפשר להוכיח כי 

  .Aמאיברי  10/3nמ קטן או שווה 

  מש"ל                
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  דוגמא

 70 -מחפשים את האיבר ה יח כי 

כדי לבצע  איברים. 200בן  A במערך

זאת מפעילים את הקריאה 

 70,ASelect ובשקף הבא, א .

מפורטות (חלק מן) הקריאות 

  הרקורסיביות שתתבצעה. 

היא פרוצדורה  Findאו מיחים כי 

בגדלו  iפשוטה למציאת האיבר ה

  איברים. 10במערך שבו לכל היותר 

בסוגרים רשומות החות לגבי גודל 

  המערכים המתקבלים בחלוקת ציר.
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  פרוט הקריאות

 70,ASelect  

   tChoosePivo   

     compute 1M , ( 40|| 1 M ) 

       21,1MSelect  

*         tChoosepivo  

*          compute 2M , ( 8|| 2 M ) 

*           2m Find  median of 2M  

*          
2

,111 m
MM


 , ( 12|| 11 M ) 

*         
2

,112 m
MM


 , ( 28|| 12 M ) 

*           9,12MSelect  

             1m *Find  9th elt of 12M  

        
11 mAA  , ( 140|| 1 A ) 

        
12 mAA   , ( 60|| 2 A ) 
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  דוגמאתיאור הקריאות ב

  כדי לבצע זאת מפעילים את הקריאה 

 70,ASelect  

במהלך קריאה זו מתבצעות הפעולות 

  הבאות:

  איברים.  40בן  1M. בוחרים מערך 1

  . מפעילים באופן רקורסיבי את 2

הקריאה       21,11 MSelectm   

כמפורט בשקף הבא  1mלאחר מציאת 

  מתבצע:

  בחלוקת ציר לפי  A. מחלקים את 3

1m .  

  פרופ' עמוס ישראלי  – 11אלגוריתמים א' הרצאה מס' 

  

  כל הזכויות שמורות לפרופסור עמוס ישראלי© 

  
585

תיאור הפעולות במהלך  21,1MSelect  

  איברים.  8בן  2Mרך בוחרים מע 2.1

  מפעילים שגרה פשוטה למציאת  2.2

         2m, 2 )  של5החציון (האיבר הM   .  

  כציר.  2mלפי  1Mמחלקים את  2.3

  החלק התחתון  12Mו  11Mיהיו      

לפי  1Mוהחלק העליון בחלוקת      

2m .     ו, מובטחלפי המשפט שהוכח

2812   לו כי  11  M  ו

2812 12  M  .   יח כי

1211 M  2812ו M.  

מפעילים את  2.4 9,12MSelect .  

  לאחר קריאה רקורסיבית וספת       

   9 -,  האיבר ה 1mמוצאים את       

  . 1Mוהחציון של  12M -ב       
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  סיכום -דוגמא 

לפי המשפט שהוכחו מובטח לו כי 

  , 1mלפי Aלאחר חלוקת מערך הקלט 

מובטח לו כי מספר האיברים בכל 

  יהיה גדול  Aאחד מחלקי 

60200 -מ 
10

3
  .  

במקרה הגרוע ביותר, קבל חלוקה 

איברים ולחלק  140לחלק תחתון עם 

איברים. במקרה זה  60עליון עם 

קרא כעת ל  70,pASelect .  
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  סיבוכיות האלגוריתם

  משפט

סיבוכיות האלגוריתם למציאת האיבר 

  היא ליארית.    kה

  

  הוכחה

סמן ב  nT  את זמן הריצה של

  .nהאלגוריתם על מערך בגודל 

לאלגוריתם שי קטעים בעלי סיבוכיות 

  ליארית:

   .Mבחירת המערך  .1

  ביצוע חלוקת הציר. .2

מספר הצעדים הכולל, את    cnסמן ב

  הדרוש לביצוע שי חלקים אלה.
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  ההוכחההמשך 

בוסף לכך, במהלך החישוב מתבצעות 

לשגרה  שתי קריאות רקורסיביות

Select:  

. Mהחציון של   mלמציאת  .1

הסיבוכיות היא,   







5

n
TMT.  

להמשך הפתרון בתת הבעיה  .2

שמצאה: במקרה הגרוע ביותר, 

יא, הסיבוכיות ה

  





 10

7
,max

n
TAAT pp.  
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  המשוואות המתקבלות

המשוואות הרקורסיביות המתקבלות 

  הן:

constT )10(  

 
חלוקה

cn
n

T
n

TnT 














ציר בחירת רקורסיבית קריאה

10
7

5
  

 עליו להוכיח:    nnT .  

  

ברור כי   nnT  לכן, מספיק .

להראות כי   dnnT   עבור קבוע

  .d ,0dכלשהו 
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   יתוח המשוואות

מערכת המשוואות שהצבו  משפט:

 מקיימת  cnnT 10 .  

  .nבאידוקציה על  הוכחה:

constT בסיס: )10(  וכן המשפט

  מתקיים.

nmיח כי לכל צעד:    ההטע

 מתקיימת, כלומר  cmmT 10.  

   בפרט מתקיים:

  cn
cnn

TMT 2
5

10

5







  

 
10

107

10

7
,max

cnn
TAAt pp











  

  cnAAt pp 7,max   
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 יתוח המשוואות 

  ציב תוצאות אלה במשוואה וקבל:

  












 cn

n
T

n
TnT

10

7

5
 

         cncncncn 1072   

 ל  ”מש
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  חשוב לציין

בחירת הציר בדרך המוצעת מבטיחה 

כי סיבוכיות האלגוריתם היא ליארית 

  עבור כל קלט וקלט.

תוצאה זו לא תתקבל "חים". 

התשלום הוא הגדלת הסיבוכיות 

  הממוצעת בגורם קבוע. 

במלים אחרות: הסיבוכיות הממוצעת 

אך ליארית בשי האלגוריתמים היא 

  באלגוריתם השי, המקדם גדול יותר.
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 חמדיים ם מיאלגורית: 11הרצאה 

)Algorithms Greedy(  

חשובה בתורת  פרדיגמההיא  החמדות

האלגוריתמים. באופן כללי ביותר, 

השיטה החמדית מציעה כי בכל שלב, 

כאשר יש לבחור בין כמה צעדים 

בדרך לפתרון בעיה כלשהי,  ,חלופיים

רווח מיידי בחר בצעד המביא 

  .מכסימלי

אלגוריתמים פשוטים בדרך זו בים 

יחסית, אך לא תמיד אלגוריתמים אלה 

מיבים פתרוים אופטימליים. הקושי 

 ביצוע הבדיקההעיקרי בשיטה הוא 

פותר את פיתחו ש האם האלגוריתם

  הבעיה.
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חמדי לבחירת קידוד אלגוריתם 

  ביארי

 תדרך האופטימליק בזו עסוהרצאה ב

 לאחר, בקידוד ביארי. סון מידעלאח

 אלגוריתםהה, פתח את הצגת הבעי

לבחירת , Huffman של )דיחמה(

 .פטימלי ווכיח את כוותואו קידוד
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  ביארי של תוויםקידוד 

סדרת תווים כי או רוצים לאחסן יח 

 )קובץלהלן קרא לסדרה כזו בשם (

ווים תקידוד ב . Cמקבוצת תוים תוה 

כל   ,קידוד ביארי או בקיצור ,ביארי

  :כסדרת סיביות )מוצפן(מקודד תו 

, Cביארי של   קידודהוא  Dש אמר 

א התאמה של סדרת סיביות יה Dאם 

cלכל תו  C.  

 cסדרה הסיביות המקודדת את התו 

ומסומת על ידי  c הקידוד שלקראת 

על ידי  cD.   
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  ביארי של תוויםקידוד 

 S הקידוד של , Sמחרוזת תווים לכל 

D , על ידי SD מתקבל על ידי ,

  .S-שרשור הקידודים של התווים ב

, שווה למספר S  הקידוד של עלות

-הסיביות ב SD ידי  ומסומן על

  || SD .  
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  קידודסוגי 

   שווה אורך ביארי קידודב

)Fixed-length Codeword( , מספר

הסיביות בקידוד כל אחד מן התווים 

  שווה.

  

  באורך משתה קידודב

)Variable-length Codeword( אורך ,

יכול להיות תווים שוים הקידוד של 

  .שוה

 , היא S קובץב u של תוהשכיחות 

מופעים בין מספר ה )באחוזים( היחס

-הכולל בלבין מספר התווים  S-ב uשל 

S.   
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ן לקוחה מ( דחיסת מידעלדוגמה 

  )] CLR[ הספר

 100כי או רוצים לאחסן קובץ ובו יח 

טבלה  תווים. 6מלים מעל א"ב ובו 

 מציגה את שכיחויות ששת התוים 11.1

ם של התווי ושי קידודים ביאריים

    האלה.

 f  e D c B a  תו
  45  13  12  16  9  5  שכיחות

  000  001  010  011  100  101  שוה אורך
  0  101  100  111 1101 1100 אורך משתה

שכיחויות : טבלת 1.11בלה ט

  ודים ידקו
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  )המשך( דחיסת מידעלדוגמה 

 קידודבשורת השלישית בטבלה מופיע 

   .שווה אורך

באורך  קידודבשורה שאחריה מופיע 

   משתה

 100חישוב קצר מעלה כי אם בקובץ יש 

 300מלים, אז הקידוד הראשון דורש 

סיביות. הקידוד השי, לעומת זאת,   

  סיביות. 224דורש 
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  )המשך( דחיסת מידעלדוגמה 

  דוגמא זו מבהירה מייד את חשיבות

  הבחירה בקידוד יעיל לדחיסת מידע.

כאשר כל תו מקודד במספר סיביות 

שווה, אין התחשבות בשכיחות 

  בטקסט תון. המופעים של כל תו

בטקסט תון  אם תחשב בשכיחות זו,

כלשהו, וכל לחסוך במספר הסיביות 

   הכולל הדרש לקידוד הטקסט התון.
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   ותתחילי קידוד

הוא  )Prefix Code ( ותתחילי קידוד

2c-ו 1cקידוד ביארי בו לכל שי תווים 

איו תחילית של  1cהקידוד של , 

  .2cהקידוד של 

כלומר  1cD ) ו תחיליתאיprefix (

של  2cD :  

  ת צד הער

   

 ודידוד שווה אורך הוא קידכל ק

  תחיליות.
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  מחרוזתתחיליות של קידוד 

כדי לקודד מחרוזת, מאתחלים את 

 ,המחרוזת המקודדת כמילה ריקה

ומשרשרים את קידודי התוים  

  במחרוזת המקודדת בזה אחרי זה.

  :דוגמהל

סמן את פעולת שרשור המחרוזות על 

, adfכדי לקודד את המחרוזת . ידי 

 המוצג בטבלה בקידוד שוה האורך

משרשרים למילה הריקה את  11.1

, ומקבלים a, 000הקידוד של 

  000D a .  

 ש את הקידוד שלשרבהמשך  d ושל  f  

וקבל   000 011 101D adf   .  
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  כעץ ביארי ותתחילי קידודהצגת 

כעץ  חיליותת קידודאפשר להציג כל 

י מסלול ביארי בו כל תו מקודד על יד

  :11.2בעץ כמודגם באיור 

 f  e D c B a  תו
  45  13  12  16  9  5  שכיחות

  000  001  010  011  100  101  שוה אורך

 ביארי המייצג : עץ)a(2.11איור 

  אורךשווה  קידוד
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  כעץ ביארי ותתחילי קידודהצגת 

  

  
  

ג ביארי המייצ): עץ b(2.11איור 
  משתהבאורך קידוד 

 
   

 f  e D c B a  תו
  45  13  12  16  9  5  שכיחות

  0  101  100  111 1101 1100 אורך משתה
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  מחרוזת פיעוח

ות, מתחילים ימחרוזת סיב כדי לפעח

בשורש עץ הקידוד, ומתקדמים 

שמאלה או ימיה, בהתאם לסיביות 

המחרוזת. כאשר מגיעים לעלה, 

ים את התו המופיע בו, מורידים רושמ

ממחרוזת הסיביות את כל הסיביות 

   שהשתמשו בהן ושבים אל שורש העץ.
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  קידודעלות של 

עם  Cרוזת כלשהי מעל מח Sתהי 

  יח  . fמערך שכיחויות  

 -ש CDD   קידוד של הואC גדיר .

, D קידוד, ביחס לSל ש העלותאת 

-כמספר הסיביות ב SD.  

  קל לראות כי

     | |
c C

D S f c D c


  
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  עלות של קידוד (המשך)

 קידודאת הביארי המייצג  עץ Tיהי 

מספר הסיביות בקידוד של . D תחיליה

לאורך המסלול מן  שווה, Ccתו 

אם . c  , אל העלה שלTהשורש של 

 Tסמן את אורך המסלול משורש העץ 

-, בcאל העלה  cl קידוד עלות , ואת

S  על ידי העץT ב- B T:קבל ,  

       | | | |
c C

B T f c l c D S


    
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  וד אופטימליידק
אופטימלי ביחס הוא  D תחיליוד ידק

 'D' תחיליוד יד, אם לא קיים קS-ל

'D D, כך ש    |'||| SDSD .  

ההרצאה ציג את אלגוריתם בהמשך  

) לחישוב קידוד Huffmanהאפמן (

  אופטימלי. תחילי
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  3.11 למה

אופטימלי  תחיליותקידוד המייצג עץ 

  הוא עץ מלא.

  תזכורת

עץ ביארי מלא, הוא עץ בו לכל צומת 

  .שי ביםשאיו עלה יש 

  

  הוכחה

הוא עץ הקידוד איו מלא.  -Tיח ש

, שיש לו בן uקיים צומת פימי  T  בעץ

(יתכן שיש כמה צמתים כאלה).  vיחיד 

על ידי  T-המתקבל מ 'Tתבון בעץ 

הוא עלה,  v . אםvמחיקת הצומת 

לעלה, והוא ייצג את התו  uהפוך את 
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. אם לא, חבר את כל T-מיצג ב v-ש

יש  v-. מאחר שלuלצומת  ,vביו של 

הוא עץ קידוד  'Tבים,  2לכל היותר 

. בסתירה Tשעלותו קטה ממש מעלות 

ידוד הוא עץ ק Tלהחתו כי  

  אופטימלי.
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   הפמן אלגוריתם

 מערךאלגוריתם הפמן מקבל כקלט 

, מכיל תו D-, כאשר כל זוג בDזוגות 

   .S מחרוזת תוההתו ב ושכיחות

 ותתחיליוד ידקעץ האלגוריתם מחשב 

  . Sמחרוזת האופטימלי עבור 

ת במערך ומספר הזוגאת  -nסמן ב

  . Dהקלט 

ם יוצר האלגוריתבתחילת הביצוע, 

, ומכיס של עץ קידוד צומתמכל זוג, 

 .Qאת העלים שוצרו לתור עדיפויות 

  יהיו העלים של עץ הפלט. צמתים אלה
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  השלבים תיאור –אלגוריתם הפמן 

1nלאחר מכן האלגוריתם מבצע 
מוציא האלגוריתם בכל שלב שלבים: 

את שי הצמתים ששכיחותם  Q-מ

אשר ת חדש מיימלית, יוצר צומ

שכיחותו שווה לסכום השכיחויות של 

" תולה", Q-שי הצמתים שהוצאו מ

על  Q-את שי הצמתים שהוצאו מ

את הצומת  הצומת החדש, ומכיס

. בסיום Qהחדש חזרה לתור 

צומת יחיד  Q-האלגוריתם ותר ב

והוא שורש עץ הקידוד שהאלגוריתם 

  יוצר.
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  הקוד –אלגוריתם הפמן 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Huffman: 9.11 אלגוריתם

 

 

 DHuffman  
|| Dn   

Q D  
for 1i  to 1n  
    ()Nodenewz    
    ().extractMinQx   
     xleftz .  
    ().extractMinQy   
     yrightz .  
          yfxfzf   
      .Q insert z  
end_for 
return ().extractMinQ  
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  הוכחת כוות

וד המיוצג על דיכעת עליו להוכיח שהק

ידי העץ שהאלגוריתם מחשב הוא 

אופטימלי, או במלים אחרות: לא 

המקודד את  D' ותתחילי ודידקיים ק

, ת התוותבשכיחויו התווים התוים

ואשר מקיים    | ' | |D S D S.  

  עת משתי הלמות הבאות:טעה זו וב
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  10.11למה 

מחרוזת מעל קבוצת היא  -Sיח ש

 ,-סמן בCcלכל תו   .C תווים cf 

  .Sבמחרוזת  c שכיחות התואת 

- Cyxיח ש ,  י התווים בעלי הםש

. בתאים אלה S-שכיחות מיימלית ב

אופטימלי    תחיליות ידודק C-לקיים 

מקודדים על ידי y-ו xבהם התווים 

הבדלות אך  שאורכן שווהשתי מלים 

  בית האחרוה.ורק בסי

  שימו לב

האופטימלי הזה, התווים  קידודבעץ ה

x ו-y ."הם "אחים  
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  הוכחה

אופטימלי קידוד המייצג עץ  Tיהי 

הוא  T ,11.8. לפי למה Sכלשהו עבור 

שי עלים  יש Tבעץ ן לכ, עץ מלא

, שמרחקם מן השורש b-ו a, "אחים"

  מקיימים:  b-ו aמרבי. העלים 

       T T T Tl a l b l x l y   . 

קל לראות כי אם חליף את קידוד 

, y-ו xעם  הקידוד של  b -ו aהתווים 

וד לא תגדל וייתכן אף ידעלות הק

  שתקטן.

  מש"ל                               
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  111.1למה 

 קידודעץ ביארי מלא המייצג  Tיהי 

, Cאופטימלי מעל אלף בית  ותתחילי

שכיחויות  מערך עם f cיח ש .-x   

הם שי תוים המופיעים כאחים  y-ו

, ויח כי האב המשותף שלהם Tבעץ 

  .zהוא הצומת 

המתקבל על ידי  'Tתבון בעץ הקידוד 

לתו  zהפיכת ו,  y-ו xמחיקת העלים 

ששכיחותו היא      f z f x f y .  

ימלי לאלף הוא עץ קידוד אופט 'Tהעץ 

בית    ' ,C C x y z  .  
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  הוכחה

תחילה ראה כי אפשר לבטא את עלות 

T ,העץ  B Tאמצעות עלות , ב T' ,

 'B T לכל . ,c C x y    ,

   'T Td c d c.  

     ' 1T T Td x d y d z  .  

  ן ובע:מכא

       
       
        

'

'

1

T T

T

T

f x d x f y d y

f x f y d z

f z d z f x f y

 

   

  

 

  ומכאן

       'B T B T f x f y    


